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Resumo

Neste trabalho fazemos uma descrição do chamado problema eletrônico dentro

da aproximação adiabática (Born-Oppenheimer), onde é considerado que o movimento

dos nucleos é muito mais lento que o movimento dos elétrons. Dentro desta aproximação,

consideramos os núcleos estáticos sujeitos ao potencial eletrônico.

De posse das funções de onda nesta aproximação, calculamos o valor médio

do Hamiltoniano original que nos fornece um Hamiltoniano efetivo clássico para os

núcleos. Podemos, então, usar as equações de Hamilton para obter o movimento

nuclear. Resolvemos numericamente estas equações para obter os modos normais de

vibração de moleculas simples, e.g. moleculas diatômicas que, quando posśıvel, são

comparadas com experimentos.
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Abstract

In this work we study the electronic problem in the adiabatic approximation

(Born-Oppenheimer), in which one assumes that the motion of the nucleus much

slower than that of the electrons. This approximation, we consider the static nucleus

subject to a electronic potential.

With the wavefunctions in this approximation, we calculate the average value

of original Hamiltonian, so obtaining a classical effective Hamiltonian for the nucleus.

Then we used Hamilton’s equations to obtain the nuclear motion. We resolve this

equations numerically to obtain the normal vibrational modes of simple molecules,

eg. diatomic molecules, and where possible, compare with experiments.
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Introdução

Neste trabalho procuramos discutir um método de cálculos ab initio, para o

cálculo da dinâmica nuclear dentro da aproximação adiabática. Deste modo procuramos

determinar o comportamento dinâmico do núcleo.

Nosso trabalho consiste em escrever o operador hamiltoniano do problema

molecular completo, descrito no caṕıtulo 2, introduzir a aproximação de Born-Oppenheimer,

e solucionar a parte eletrônica usando o método de Hartree-Fock (Descrito nos caṕıtulos

3 e 4).

No caṕıtulos 5 consideraremos o Operador Hamiltoniano como clássico, constitúıdo

da energia cinética nuclear e do campo de energia potencial médio produzido pelos

elétrons sobre os núcleos. Tendo isto em mente solucionamos as equações de movimento

de Hamilton para o movimento nuclear, dentro do campo elétrico médio produzido

pelos elétrons e obtemos a evolução dos núcleos.
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Caṕıtulo 1

Método Variacional para a

Equação de Schrödinger

Independente do Tempo

Sistemas quânticos são governados pela equação de Schrödinger. Esta equação

só pode ser resolvida exatamente em alguns poucos casos. Por esta razão, métodos

aproximados de solução são sempre bem vindos. Neste trabalho vamos nos concentrar

em um método aproximado denominado método variacional, que é particularmente

simples e eficiente. Abaixo apresentamos noções básicas do método,[1][2][3].

1.1 Cálculo Variacional

A equação de Schrödinger dependente do tempo é escrita como:

ih̄
∂Ψ

∂t
= HΨ (1.1)

Se pudermos escrever que ,Ψ(~r, t) = Ψ(~r)φ(t), a equação acima é separàvel em

HΨ = EΨ (1.2)

ih̄
dφ

dt
= Eφ (1.3)

1



Usando o método variacional procuramos obter uma solução para a equação (1.2).

No método variacional, as posśıvies soluções da equação de Schrödinger estão

restritas a um sub-espaço do espaço de Hilbert que são as funções de quadrado

integràvel, e procuramos encontrar as melhores soluções.

Inicialmente escrevemos a equação de Schrödinger estacionária como

H|ψ〉 = E|ψ〉 onde |ψ〉 é um autoestado de H, e portanto temos

〈ψ|H|ψ〉 = E〈ψ|ψ〉

E(X ′) =

∫
dXψ∗(X)Hψ(X)∫
dXψ∗(X)ψ(X)

=
〈ψ|H|ψ〉
〈ψ|ψ〉 (1.4)

que é conhecido como o valor esperado da energia para um estado estacionário ψ (Note

que nada foi especificado sobre a coordenada generalizada X - porém esta incluir as

coordenadas espaciais e de spin de uma coleção de part́ıculas.)

Os estados estacionários de um tal funcional energia, são obtidos impondo a

condição de extremo às variações da energia E quando o estado é variado ligeiramente

de |ψ〉 para |ψ+δψ〉. Esperamos que este extremo seja um mı́nimo (δE ≡ 0). Podemos

escrever a mudança δE na energia em primeira ordem de δψ como:

δE =
〈ψ + δψ|H|ψ + δψ〉
〈ψ + δψ|ψ + δψ〉 − 〈ψ|H|ψ〉

〈ψ|ψ〉 (1.5)

Expandindo |ψ + δψ〉 = |ψ〉+ |δψ〉 obtemos que

〈ψ + δψ|ψ + δψ〉 = 〈ψ|ψ〉+ 〈ψ|δψ〉+ 〈δψ|ψ〉+ 〈δψ|δψ〉
〈ψ + δψ|H|ψ + δψ〉 = 〈ψ|H|ψ〉+ 〈ψ|H|δψ〉+ 〈δψ|H|ψ〉+ 〈δψ|H|δψ〉
Substituindo em (1.5) obtemos

δE =
〈ψ|H|ψ〉+ 〈ψ|H|δψ〉+ langleδψ|H|ψ〉+ 〈δψ|H|δψ〉

〈ψ|ψ〉+ 〈 psi|δψ〉+ 〈δψ|ψ〉+ 〈δψ|δψ〉 − 〈ψ|H|ψ〉
〈ψ|ψ〉 (1.6)

Fatorando os termos comuns

δE =
〈ψ|H|δψ〉+ 〈δψ|H|ψ〉+ 〈δψ|H|δψ〉 − 〈ψ|H|ψ〉

〈ψ|ψ〉 (〈ψ|δψ〉+ 〈δψ|ψ〉+ 〈δψ|δψ〉)
〈ψ|ψ〉+ 〈ψ|δψ〉+ 〈δψ|ψ〉+ 〈δψ|δψ〉 = 0

(1.7)
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Considerando apenas termos de primeira ordem podemos desprezar 〈δψ|H|δψ〉 e

〈δψ|δψ〉 , portanto

(〈δψ|H|ψ〉 − E〈δψ|ψ〉) + (〈ψ|H|δψ〉 − E〈ψ|δψ〉) = 0

levando-nos a

〈δψ|H|ψ〉 = E〈δψ|ψ〉 e 〈ψ|H|δψ〉 = E〈ψ|δψ〉

Hψ = Eψ H∗ψ∗ = Eψ∗ (1.8)

Estas equações nos dão os estados estacionários do funcional energia encontrados

em um sub-espaço do espaço de Hilbert. Vamos supor que a função de estado |ψ〉
seja decomposta em um sub-espaço {χp}, finito, com N elementos. Vamos supor

inicialmente que os elementos da base são ortonormais 〈χp|χp〉 = 1, 〈χp|χq〉 = 0. Para

um dado estado temos |ψ〉 =
N∑

p=1

Cp|χp〉 (1.9)

O funcional energia é então representado por:

E =
〈ψ|H|ψ〉
〈ψ|ψ〉 =

∑N
p,q=1 C∗

pCq〈χp|H|χq〉∑N
p,q=1 C∗

pCqδpq

=

∑N
p,q=1 C∗

pCqHpq∑N
p,q=1 C∗

pCqδpq

(1.10)

sendo que
Hpq = 〈χp|H|χq〉 (1.11)

são os elementos de matriz do operador H expandidos na base |χp〉.
Os estados estacionários seguem da condição que a derivada deste funcional

com respeito a Cp se anule:

∂E

∂Cp

= 0 ⇒ ∂

∂Cp




N∑

p,q=1

C∗
pCqEδpq −

N∑

p,q=1

C∗
pCqHpq


 = 0 (1.12)

Obtemos então N∑

q=1

CqEδpq =
N∑

q=1

CqHpq

N∑

q=1

(Hpq − Eδpq)Cq = 0 para p = 1, ..., N (1.13)
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Esta equação é justamente uma equação de autovalor ordinária da forma:

Ĥ~C = E~C (1.14)

A equação (1.14) é a Equação de Schrödinger formulada para uma base ortonormal

finita. Embora em prinćıpio seja posśıvel usar uma parametrização não-linear para a

função de onda, parametrizações lineares são usadas na grande maioria dos casos por

causa da simplicidade do método resultante.

O menor autovalor de (1.14) é sempre maior ou igual ao estado fundamental

da energia da Eq.(1.8), pois o estado fundamental é o valor mı́nimo assumido pelo

funcional energia no espaço de Hilbert completo. Se nós nos restringirmos a uma

parte deste espaço, então o valor mı́nimo do funcional energia deve ser maior ou igual

ao estado fundamental do espaço de Hilbert completo. Introduzindo mais funções de

base no nosso conjunto, o sub-espaço torna-se maior, e consequentemente, o mı́nimo

do funcional energia diminui.

O comportamento do espectro produzido pela solução de (1.14) com o aumento

do conjunto de base é esquematizado na figura 1.1 abaixo:

Figura 1.1: O comportamento do espectro da Eq.(1.14) com o aumento do tamanho do conjunto de base. O
ı́ndice superior é o número de estados no conjunto de base, e o ı́ndice inferior rotula os ńıveis do espectro.

Discutiremos a seguir o caso em que as funções de base não são ortonormais,

como é geralmente o caso em calculos práticos. Neste caso devemos reformular (1.14)

tomando cuidado com o fato de que a matriz de ”overlap” ~S, onde os elementos de
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matriz Spq são definidos por:

Spq = 〈χp|χq〉 (1.15)

não é uma matriz unitária, levando a uma equação de autovalor generalizada:

N∑

q=1

(Hpq − ESpq)Cq = 0 para p = 1, ..., N (1.16)

ou na notação de matriz :

Ĥ~C = EŜ~C (1.17)

1.2 Solução do Problema de Autovalor Generalizado

É possivel transformar a equação (1.17), para a forma de uma equação de autovalor

ordinária fazendo uma transformação de base que digonaliza Ŝ. Suponha que procuramos

uma matriz V̂ que transforma Ŝ em uma matriz identidade:

V̂ †ŜV̂ = I (1.18)

Então podemos escrever (1.17) da seguinte forma:

V̂ †Ĥ ~C = EV̂ †Ŝ ~C (1.19)

Agora inserimos a identidade V̂ V̂ −1 = I em (1.19) obtemos:

(V̂ †ĤV̂ )(V̂ −1 ~C) = E(V̂ †ŜV̂ )(V̂ −1 ~C)

Utilizando a identidade (1.18) obtemos da equação acima que

Ĥ
′ ~C

′
= E ~C

′
(1.20)

Onde ~C
′
= V̂ −1 ~C e Ĥ

′
= V̂ †ĤV̂ . A eq. (1.20) é uma equação de autovalor ordinária

que pode ser resolvida para ~C
′
e E, e então encontrar os autovetores ~C do problema

original com ~C = V̂ ~C
′
, como anteriormente.
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O problema permanece o de encontrar uma matriz V̂ que torna Ŝ para a forma

unitária. Esta matriz pode ser encontrada se nós temos uma matriz unitária Û que

diagonaliza Ŝ :

Û †ŜÛ = ŝ (1.21)

Com ŝ sendo a forma diagonal de Ŝ . Como os autovalores de Ŝ são positivos é possivel

definir a raiz quadrada da inversa de ŝ : sendo a matriz contendo a raiz quadrada

inversa dos autovalores de Ŝ na diagonal.

Escolhendo a matriz V̂ = Û ŝ−1/2 , temos:

V̂ †ŜV̂ = ŝ−1/2Û †ŜÛ ŝ−1/2 = ŝ−1/2ŝŝ−1/2 = ŝ0 = I (1.22)

Portanto temos agora a solução completa do problema de autovalor generalizado.
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Caṕıtulo 2

Descrição do Problema Molecular

2.1 O Problema Eletrônico

Como já comentamos estamos interessados em encontrar as soluções aproximadas da

Equação de Schrödinger independente do tempo não relativ́ıstica [1][3][4].

H|Φ〉 = E|Φ〉 (2.1)

Onde H é o Operador Hamiltoniano para um sistema constituido de vários núcleos

e vários elétrons descritos pelos vetores posição ~RA e ~ri respectivamente. Escrevendo

agora expĺıcitamente o operador hamiltoniano temos:

H =
N∑

i=1

P 2
i

2me

+
M∑

A=1

P 2
A

2MA

− 1

4πε0

N∑

i=1

M∑

A=1

ZAe2

|~ri − ~RA|

+
1

4πε0

N∑

i=1

N∑

j>i

e2

|~ri − ~rj| +
1

4πε0

M∑

A=1

M∑

B>A

ZAZBe2

| ~RA − ~RB|
(2.2)

Um sistema de coordenadas moleculares é mostrado na figura 2.1 abaixo. Nesta

equação me e MA são as massas dos elétrons e dos núcleos respectivamente, ZA é o

número atomico dos núcleos ~Pi = −ih̄~∇i e ~PA = −ih̄~∇A. A distância entre o i-ésimo

elétron e o A-ésimo núcleo é riA = |~riA| = |~ri − ~RA|; a distância entre o i-ésimo e o
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j-ésimo elétron é rij = |~ri − ~rj|, e a distância entre o A-ésimo e o B-ésimo núcleo é

RAB = |~RA − ~RB|.

Figura 2.1: Um sistema de coordenadas moleculares onde i,j representam elétrons e A,B núcleos.

Agora podemos, portanto, escrever o hamiltoniano nesta nova notação como:

H = −
N∑

i=1

h̄2∇2
i

2me

−
M∑

A=1

h̄2∇2
A

2MA

− 1

4πε0

N∑

i=1

M∑

A=1

ZAe2

riA

+

1

4πε0

N∑

i=1

N∑

j>i

e2

rij

+
1

4πε0

M∑

A=1

M∑

B>A

ZAZBe2

RAB

(2.3)

O primeiro termo da equação (2.3) é o operador para a energia cinética dos elétrons;

o segundo termo é o operador para a energia cinética dos núcleos; o terceiro termo

representa a atração coulombiana entre elétrons e núcleos; o quarto e o quinto representam

a repulsão coulombiana entre elétrons e entre núcleos respectivamente.

2.2 Unidades Atômicas

As unidades usadas nesta dissertação são conhecidas como unidades atômicas. Veremos

agora como estas unidades aparecem naturalmente da equação de Schrödinger (2.3)

onde identificamos h̄ com a constante de Planck dividida por 2π e e é a carga do

elétron:

H = −
N∑

i=1

h̄2∇2
i

2me

−
M∑

A=1

h̄2∇2
A

2MA

+
e2

4πε0


−

N∑

i=1

M∑

A=1

ZA

riA

+
N∑

i=1

N∑

j>i

1

rij

+
M∑

A=1

M∑

B>A

ZAZB

RAB


(2.4)
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Fazendo uma mudança de variável da forma x, y, z → λx
′
, λy

′
, λz

′
obtemos:

H
′
= −

N∑

i=1

h̄2∇′2
i

2meλ2
−

M∑

A=1

h̄2∇′2
A

2MAλ2
+

e2

4πε0λ


−

N∑

i=1

M∑

A=1

ZA

r
′
iA

+
N∑

i=1

N∑

j>i

1

r
′
ij

+
M∑

A=1

M∑

B>A

ZAZB

R
′
AB


(2.5)

Da equação de autovalores temos que, HΦ = EΦ ⇒ H
′
Φ
′
= EΦ

′
com isso obtemos:

H
′
Φ
′
=

(
−

N∑

A=1

h̄2∇′2
A

2MAλ2

)
Φ
′
+


−

M∑

i=1

h̄2∇′2
i

2meλ2
+

e2

4πε0λ


−

N∑

i=1

M∑

A=1

ZA

r
′
iA

+
N∑

i=1

N∑

j>i

1

r
′
ij

+
M∑

A=1

M∑

B>A

ZAZB

R
′
AB





 Φ

′
= EΦ

′

Fazendo: h̄2

meλ2
=

e2

4πε0λ
= εa ⇒





λ = 4πε0h̄2

mee2

λ2εa = h̄2

me

e de posse destas relações obtemos:


−

N∑

A=1

h̄2∇′2
A

2MAλ2εa

−
M∑

i=1

1

2
∇′2

i −
N∑

i=1

M∑

A=1

ZA

r
′
iA

+
N∑

i=1

N∑

j>i

1

r
′
ij

+
M∑

A=1

M∑

B>A

ZAZB

R
′
AB


 Φ

′
=

E

εa

Φ
′
= E

′
Φ
′

E finalmente escreveremos o operador hamiltoniano em unidades atômicas como:

H = −
M∑

A=1

∇′2
A

2M e
A

−
N∑

i=1

1

2
∇′2

i −
N∑

i=1

M∑

A=1

ZA

r
′
iA

+
N∑

i=1

N∑

j>i

1

r
′
ij

+
M∑

A=1

M∑

B>A

ZAZB

R
′
AB

(2.6)

onde E
′
=

E

εa

; M e
A =

MA

me

.

A solução desta equação para o estado fundamental do átomo de hidrogênio

leva a uma energia E
′
= −0.5u.a = −0.5Hartrees. A tabela 2.1 descreve os fatores

de conversão Y entre unidades atomicas(u.a) e unidades SI, sendo que o valor SI de

qualquer quantidades Q é dada pelos valores em Q
′
por:

Q = Y Q
′

(2.7)
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Tabela 2.1 Conversão de unidades atomicas para unidades SI.

Quantidades F́ısica Fator de conversão Y Valor de Y (SI)

Comprimento a0 5.2918× 10−11m

Massa me 9.1095× 10−31kg

Carga e 1.6022× 10−19C

Energia εa 4.3598× 10−18J

Momento Angular h̄ 1.0546× 10−34Js

Momento de Dipolo Elétrico ea0 8.4784× 10−30cm

Polarização Elétrica e2a2
0ε
−1
a 1.6488× 10−41C2m2J−1

Campo Elétrico εae
−1a−1

0 5.1423× 10−11V m−1

Função de Onda a
−3/2
0 2.5978× 10−15m−3/2

Apartir de agora, usaremos unidades atômicas e o ı́ndice (’) será omitido por

simplicidade de notação .

2.3 A aproximação de Born-Oppenheimer

Importantes aproximações devem ser feitas no Operador Hamiltoniano (2.6), pois para

um número relativamente pequeno de núcleos e elétrons não conseguimos resolver esta

equação , mesmo com a aproximação da seção anterior. O primeiro passo consiste em

separar os graus de liberdade dos núcleo daqueles dos elétrons. Esta aproximação é

conhecida como aproximação de Born-Oppenheimer. Abaixo faremos uma discusão

da aproximação .

Sabemos que os núcleos dos átomos são muito mais pesados que os elétrons

(a massa de um pròton ou neutron é cerca de 1836.15 vezes maior que a massa

do elétron), logo, dentro de uma esstutura estes se movem mais lentamente que

os elétrons. Portanto, uma boa aproximação é considerar os elétrons movendo-se

no campo dos núcleos fixos. Com esta aproximação a energia cinética dos núcleos

na Eq.(2.6) pode ser negligenciada e o termo de repulsão entre os núcleos pode ser
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considerado como sendo constante.

O hamiltoniano resultante (hamiltoniano eletrônico) descreve o movimento de

N elétrons no campo de M cargas puntuais.

Helet = −
N∑

i=1

1

2
∇2

i −
N∑

i=1

M∑

A=1

ZA

riA

+
N∑

i=1

N∑

j>i

1

rij

(2.8)

A solução para a equação de Schrödinger envolvendo a Hamiltoniana eletrônica,

HeletΦelet = EeletΦelet (2.9)

é a função de onda, Φelet = Φelet({~ri}; {~RA}) (2.10)

que descreve o movimento dos elétrons e depende explicitamente das coordenadas

eletrônicas e parametricamente das coordenadas nucleares, assim, a energia eletrônica

é

Eelet = Eelet({~RA}) (2.11)

Pela dependência paramétrica vemos que para diferentes posições dos núcleos

Φelet será uma diferente função dessas coordenadas. As coordenadas nucleares não

aparecem explicitamente em Φelet. A energia total para uma configuração fixa dos

núcleos deve também incluir um termo de repulsão nuclear,

ETot = Eelet +
M∑

A=1

M∑

B>A

ZAZB

RAB

(2.12)

As Equações (2.8) a (2.12) constituem o problema eletrônico.

Para descrevermos o movimento nuclear reescrevemos o hamiltoniano completo:

Hnucl =
M∑

A=1

~P 2
A

2M e
A

+

〈
−

N∑

i=1

1

2
∇2

i −
N∑

i=1

M∑

A=1

ZA

riA

+
N∑

i=1

N∑

j>i

1

rij

〉
+

M∑

A=1

M∑

B>A

ZAZB

RAB

Hnucl =
M∑

A=1

~P 2
A

2M e
A

+ Eelet({~RA}) +
M∑

A=1

M∑

B>A

ZAZB

RAB

11



Hnucl =
M∑

A=1

~P 2
A

2M e
A

+ ETot({~RA}) (2.13)

A energia total ETot({~RA}) fornece um potencial para o movimento nuclear. Esta

função define uma superf́ıcie de energia potencial como mostrada esquematicamente

na Fig. (2.2). Vamos supor em nossos cálculos que os núcleos movem-se em uma

superf́ıcie de energia potencial obtida pela solução do problema eletrônico.

Figura 2.2: Ilustração esquemática de uma superf́ıcie de potencial.

Este será o ponto de partida para nossa descrição da dinâmica dos núcleos, que será

descrita no caṕıtulo 5.
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Caṕıtulo 3

O Movimento Eletrônico

Hartree-Fock

Com base na aproximação de Born-Oppenheimer escrevemos a equação de

Schrödinger eletrônica, [8] [9] [10] [21]

HeletΨelet =


−

N∑

i=1

1

2
∇2

i −
N∑

i=1

M∑

A=1

ZA

riA

+
N∑

i=1

N∑

j>i

1

rij


 Ψelet = Eelet({~RA})Ψelet({~r, ~RA}), (3.1)

da qual não sabemos obter as soluções exatas, devido às muitas interações eletrônicas.

Recorremos então a uma solução aproximada para este sistema de muitos

elétrons. Assumimos que cada elétron é descrito por uma função de onda (de um

elétron) e esta se estende por toda molécula; esta função é usualmente chamada de

orbital molecular (O.M) denotado por ϕµ
i ,

ϕµ
i = ϕi(x

µ, yµ, zµ) (3.2)

onde µ designa um certo elétron com coordenadas xµ, yµ, zµ e o ı́ndice i designa os

vários orbitais moleculares.
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Em adição às coordenadas espaciais a função de onda de um elétron contém

também as coordenadas de spin do referido elétron. A função assim constrúıda é então

chamada de spin-orbital molecular que denotaremos por ψµ
k ,

ψµ
k = ϕk(x

µ, yµ, zµ)η(Sµ) (3.3)

onde η(Sµ) =
{

αµ↑
βµ↓ ,e o ı́ndice k designa os diferentes spins orbitais moleculares.

A função de onda eletrônica total para uma molécula com n elétrons é então

constrúıda como um produto anti-simétrico dos spins orbitais moleculares (S.O.M)

de forma a satisfazer o prinćıpio de Exclusão de Pauli que é assegurado por um

determinante de Slater:

φ(1, 2, ..., N) = (N !)−1/2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ψ1(1) ψ2(1) · · · ψN(1)

ψ1(2) ψ2(2) · · · ψN(2)
...

...
...

...

ψ1(N) ψ2(N) · · · ψN(N)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(3.4)

Em resumo, substitúımos nosso problema original que consistia em determinar uma

função de N elétrons, pelo problema de determinar N funções de um elétron.

Uma propriedade importante desta função de onda é que todos os S.O.M.

devem ser linearmente independentes (l.i.), pois caso contrário o determinante seria

identicamente nulo, ou seja, não podemos ter dois S.O.M. iguais.

É conveniente escrevermos os S.O.M.’s na forma de um vetor linha.

Ψ = (ψ1 , ψ2 , ψ3 , ..., ψN , ) (3.5)

Se submetermos os S.O.M.’s a uma transformação linear, o novo conjunto que denotaremos

por {ψ′} será dado por

Ψ
′
k =

∑

λ

ΨλAλk (3.6)

ou sob a forma de matriz, Ψ
′
= ΨA , onde A é uma matriz N × N não singular, o
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determinante de Slater formado pelo {ψ′
i} de funções dado por φ

′
será

φ
′
= φ det(A) (3.7)

Desde que assumimos os S.O.M.’s {ψi} como sendo l.i., podemos sempre escolher uma

matriz de transformação A tal que os {ϕ} formem um conjunto ortogonal. Podemos

então assumir que,

∫
ψ∗i ψkdτ = δij (3.8)

onde dτ é um elemento de volume que inclui o spin.

Segue-se que num dado determinante de Slater os S.O.M. são determinados,

a menos de uma transformação unitária entre eles, isto porque a ortogonalidade dos

S.O.M. é preservada se e somente se a transformação é unitária. Logo a modificação

ocorrida no determinante de Slater devido a uma transformação unitária nos S.O.M.,

dada pela eq. (3.7), reduz-se a uma multiplicação por um fator de fase, uma vez que

o determinante de uma matriz unitária é um número de modulo 1. Quando formos

minimizar a energia faremos uso da liberdade de escolha dos S.O.M..

Impondo que a função de onda da eq. (3.4) seja normalizada 〈φ|φ〉 = 1,

calculamos o valor esperado do Hamiltoniano eletrônico para esta função de onda

〈φ|Helet|φ〉 (3.9)

onde, Helet =
∑

i

h(i) +
1

2

∑

i,j

′ 1

rij

(3.10)

No segundo somatório,
∑

i,j
′ a linha indica que o termo i = j deve ser excluido. Temos

portanto que
h(i) = −1

2
∇2

i −
M∑

A=1

ZA

riA

(3.11)

onde ZA é o número atômico do átomo A. Fazendo g(i, j) = 1
rij

podemos reescrever

(3.9) como:

〈φ|Helet|φ〉 = 〈φ|∑
i

h(i)|φ〉+
1

2
〈φ|∑

i,j

′g(i, j)|φ〉 (3.12)
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agora para calcular cada termo escreveremos por simplicidade:

(i) = 〈φ|∑i h(i)|φ〉
(ii) = 1

2
〈φ|∑i,j

′g(i, j)|φ〉.
Vamos inicialmente calcular a integral (i). A função de onda φ pode ser

reescrita como,

φ(x1, x2, ..., xN) = M
N∑

α,β,...,η=1

εα,β,...,ηψα(x1)ψβ(x2) . . . ψη(xN) (3.13)

onde M = 1√
N !

e o ı́ndice de Levi-Civita, εα,β,...,η é definido da seguinte forma:

εα,β,...,η =





0 , se houver ı́ndice repetidos;

+1, se os ı́ndices estiverem na ordem natural ou permutação ćıclica;

−1, se os ı́ndices não estiverem na ordem ćıclica.

Então temos, (i) = 〈φ|∑i h(i)|φ〉 =

=
N !

N !

〈
ψ1(x1)ψ2(x2) . . . ψN(xN)

∣∣∣∣∣
∑

i

h(i)

∣∣∣∣∣
N∑

α,β,...,η=1

εα,β,...,ηψα(x1)ψβ(x2) . . . ψη(xN)

〉

(i) =
∑

i

∑

αβ...η

εαβ...η〈ψ1(x1)ψ2(x2) . . . ψN(xN)|h(i)|ψα(x1)ψβ(x2) . . . ψγ(xi) . . . ψη(xN)〉

Sabemos portanto que o operador h(i) atua somente sobre o spin-orbital que tem

como argumento as variáveis do elétron i, ou seja ψγ(xi), e não atua sobre os demais,

assim obtemos,

(i) =
∑

i

∑

αβ...η

εαβ...η〈ψ1(x1)|ψα(x1)〉〈ψ2(x2)|ψβ(x2)〉 . . .

〈ψi(xi)|h(i)|ψγ(xi)〉 . . . 〈ψN(xN)|ψη(xN)〉 =

=
∑

i

∑

αβ...η

εαβ...ηδ1αδ2β . . . 〈ψi(xi)|h(i)|ψγ(xi)〉 . . . δNη

(i) =
∑

i

∑
γ

ε12...γ...N〈ψi(xi)|h(i)|ψγ(xi)〉

O único valor para γ que não anulará o śımbolo de Levi-Civita é γ = i e neste caso

o ı́ndice ε12...i...N = 1 e consequentemente:
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(i) = 〈φ|∑
i

h(i)|φ〉 =
∑

i

〈ψi(xi)|h(i)|ψi(xi)〉 =
∑

i

〈ψi|h(i)|ψi〉 (3.14)

Agora vamos calcular: (ii) = 1
2
〈φ|∑i,j

′g(i, j)|φ〉 =

=
1

2

N !

N !

〈
ψ1(x1)ψ2(x2) . . . ψN(xN)

∣∣∣∣∣
∑

i,j

′g(i, j)

∣∣∣∣∣
N∑

α,β,...,η=1

εα,β,...,ηψα(x1)ψβ(x2) . . . ψη(xN)

〉

=
1

2

∑

i,j

′ ∑

αβ...η

εαβ...γ...σ...ηδ1αδ2β . . . 〈ψi(xi)ψj(xj)|g(i, j)|ψγ(xi)ψσ(xj)〉 . . . δNη

=
1

2

∑

i,j

′ ∑
γ,σ

ε12...γ...σ...N〈ψi(xi)ψj(xj)|g(i, j)|ψγ(xi)ψσ(xj)〉

Analisaremos agora as possibilidades para γ e σ, os únicos ı́ndices ainda não utilizados

são i e j, logo poderemos escolher γ = i e σ = j ou γ = j e σ = i. Na primeira escolha

ε12...i...j...N = 1 enquanto que na segunda escolha ε12...j...i...N = −1. O resultado da

integral será então:

(ii) =
1

2

∑

i,j

′{〈ψi(xi)ψj(xj)|g(i, j)|ψi(xi)ψj(xj)〉 − 〈ψi(xi)ψj(xj)|g(i, j)|ψj(xi)ψi(xj)〉}

(ii) =
1

2
〈φ|∑

i,j

′g(i, j)|φ〉 =
1

2

∑

i,j

{〈ψiψj|g|ψiψj〉 − 〈ψiψj|g|ψjψi〉} (3.15)

Agora substituindo (3.14) e (3.15) em (3.12) obtemos:

〈φ|Helet|φ〉 =
∑

i

〈ψi|h|ψi〉+
1

2

∑

i,j

{〈ψiψj|g|ψiψj〉 − 〈ψiψj|g|ψjψi〉} (3.16)

Aqui já não é nescessário o uso de Σ′ para a segunda soma pois o termo i = j dá uma

contribuição nula. A primeira integral no segundo somatório é chamada de integral

de Coulomb e a segunda, integral de troca.

Tendo em mente a equação (3.16) vamos considerar um caso particular de um
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sistema com estrutura de ”camada fechada” (Closed-Shell System). Um sistema

deste tipo será razoavelmente bem descrito por um determinante de Slater. Neste

sistema, todo o O.M. será ocupado por dois elétrons; ou seja, um elétron com spin

α(↑) e outro com spin β(↓).
A maioria das moléculas no seu estado fundamental apresenta uma estrutura

de camada fechada e a função de onda é dada por um determinante de Slater com

todo o O.M. ocupado por dois elétrons, assim teremos uma boa aproximação à função

de onda exata.

Para uma estrutura de camada fechada os S.O.M são dados por

ψ2i−1 = ϕiα ; ψ2i = ϕiβ (3.17)

Isto é, o O.M. ϕi aparece com o spin α no S.O.M. ψ2i−1 e com spin β no S.O.M.

ψ2i. Logo o O.M. ϕi é duplamente ocupado; o mesmo deve ocorrer com todos os O.M.

utilizados.

Tendo que o O.M. será duplamente ocupado, a molécula deverá ter um número

par de elétrons, por exemplo 2n elétrons, e deveremos ter n O.M. para descrevê-la.

Escrevemos agora a equação (3.16) para um sistema de camada fechada, analisando

cada termo separadamente. Em primeiro lugar o termo que envolve a integração sobre

as coordenadas de um único elétron.

2n∑

i=1

〈ψi|h|ψi〉

Como todo O.M. é ocupado, o conjunto de S.O.M. será então formado por pares de

funções do tipo
ψ1 = ϕ1α e ψ2 = ϕ1β

ψ3 = ϕ1α e ψ4 = ϕ1β
...

Para os dois primeiros termos de soma acima:

〈ψ1|h|ψ1〉+ 〈ψ2|h|ψ2〉 = 〈ϕ1(1)α(1)|h|ϕ1(1)α(1)〉+ 〈ϕ1(2)β(2)|h|ϕ1(2)β(2)〉
= 〈ϕ1(1)|h|ϕ1(1)〉〈α(1)|α(1)〉+ 〈ϕ1(2)|h|ϕ1(2)〉〈β(2)|β(2)〉
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Como h só atua sobre as coordenadas espaciais e não sobre as coordenadas de

spin e o comportamento de 〈α(1)|α(1)〉 = δαα = 1 e 〈β(2)|β(2)〉 = δββ = 1 é do tipo

função delta, teremos então

〈ψ1|h|ψ1〉+ 〈ψ2|h|ψ2〉 = 〈ϕ1(1)|h|ϕ1(1)〉+ 〈ϕ1(2)|h|ϕ1(2)〉 = 2〈ϕ1|h|ϕ1〉 (3.18)

Podemos estender o resultado aos S.O.M. ψ3 e ψ4 e assim por diante, generalisando

2n∑

i=1

〈ψi|h|ψi〉 = 2
n∑

i=1

〈ϕi|h|ϕi〉 (3.19)

Observe que houve uma mudança de 2n para n no somatório.

Analisando a integral de Coulomb, envolvendo dois elétrons, conclúımos que

〈ψ1ψ1|g|ψ1ψ1〉+ 〈ψ1ψ2|g|ψ1ψ2〉+ 〈ψ2ψ1|g|ψ2ψ1〉+ 〈ψ2ψ2|g|ψ2ψ2〉 =

= 〈ϕ1αϕ1α|g|ϕ1αϕ1α〉+ 〈ϕ1αϕ1β|g|ϕ1αϕ1β〉+
〈ϕ1βϕ1α|g|ϕ1βϕ1α〉+ 〈ϕ1βϕ1β|g|ϕ1βϕ1β〉 =

= 〈ϕ1ϕ1|g|ϕ1ϕ1〉〈α|α〉〈α|α〉+ 〈ϕ1ϕ1|g|ϕ1ϕ1〉〈α|α〉〈β|β〉+
〈ϕ1ϕ1|g|ϕ1ϕ1〉〈β|β〉〈α|α〉+ 〈ϕ1ϕ1|g|ϕ1ϕ1〉〈β|β〉〈β|β〉 = 4〈ϕ1ϕ1|g|ϕ1ϕ1〉

Generalisando,

1

2

2n∑

i,j

〈ψiψj|g|ψiψj〉 = 2
n∑

i,j

〈ϕiϕj|g|ϕiϕj〉 (3.20)

A segunda integral no segundo somatório em (3.16), a de troca, fornecerá um

resultado um pouco diferente devido ao fato da ordem dos ı́ndices estarem trocados.

〈ψ1ψ1|g|ψ1ψ1〉+ 〈ψ1ψ2|g|ψ2ψ1〉+ 〈ψ2ψ1|g|ψ1ψ2〉+ 〈ψ2ψ2|g|ψ2ψ2〉 =

= 〈ϕ1ϕ1|g|ϕ1ϕ1〉〈α|α〉〈α|α〉+ 〈ϕ1ϕ1|g|ϕ1ϕ1〉〈α|β〉〈β|α〉+
〈ϕ1ϕ1|g|ϕ1ϕ1〉〈β|α〉〈α|β〉+ 〈ϕ1ϕ1|g|ϕ1ϕ1〉〈β|β〉〈β|β〉 = 2〈ϕ1ϕ1|g|ϕ1ϕ1〉

Neste caso o fator multiplicativo é 2 e não 4 como no caso anterior, generalizando

1

2

2n∑

i,j

〈ψiψj|g|ψjψi〉 =
n∑

i,j

〈ϕiϕj|g|ϕjϕi〉 (3.21)
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Agora podemos reescrever (3.9) como,

〈φ|Helet|φ〉 = 2
n∑

i=1

〈ϕi|h|ϕi〉+
n∑

i,j

[
2〈ϕiϕj|g|ϕiϕj〉 − 〈ϕiϕj|g|ϕjϕi〉

]
(3.22)

A equação (3.22) é a expressão para a energia que será minimizada em relação

aos orbitais {ϕi}. Vamos reescrevê-la sob a forma

〈φ|Helet|φ〉 = 2
n∑

i=1

h(i) +
n∑

i,j

(2Jij −Kij) (3.23)

onde

hi = h∗i = h(i) =
∫

ϕ∗i hϕidν (3.24)

Jij = Jji = J∗ij = J∗ji =
∫ ϕ∗i (µ)ϕ∗j(ν)ϕi(µ)ϕj(ν)

rµν

dνµdνν (3.25)

Kij = Kji = K∗
ij = K∗

ji =
∫ ϕ∗i (µ)ϕ∗j(ν)ϕj(µ)ϕi(ν)

rµν

dνµdνν (3.26)

Definimos também o operador de Coulomb Ji e o de troca Ki da seguinte forma

Ji(µ)ϕj(µ) =

[∫ ϕ∗i (ν)ϕi(ν)

rµν

dνν

]
ϕj(µ) (3.27)

Ki(µ)ϕj(µ) =

[∫ ϕ∗i (ν)ϕj(ν)

rµν

dνν

]
ϕi(µ) (3.28)

Os operadores são lineares e hermitianos, o operador Ji é a energia potencial

devido a uma carga eletrônica distribuida no espaço com densidade |ϕ1|2; Ki no

entanto não tem análogo clássico. Então, podemos expressar as integrais de Coulomb

e de Troca como,

Jij =
∫

ϕ∗i (µ)Jj(µ)ϕi(µ)dνµ =
∫

ϕ∗j(µ)Ji(µ)ϕj(µ)dνµ (3.29)

Kij =
∫

ϕ∗i (µ)Kj(µ)ϕi(µ)dνµ =
∫

ϕ∗j(µ)Ki(µ)ϕj(µ)dνµ (3.30)
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Devemos agora encontrar os melhores {ϕi}, minimizando a equação

E = 2
∑

i

hi +
∑

i,j

(2Jij −Kij) (3.31)

Se cada orbital ϕi for submetido a uma variação ϕi → ϕi + δϕi a variação na

energia será:

δE = 2
∑

i

δhi +
∑

i,j

(2δJij − δKij) (3.32)

Vamos considerar apenas variações em primeira ordem na energia,

δE = 2
∑

i

∫
(δϕ∗i )hϕidν +

∑

i,j

[∫
(δϕ∗i )(2Jj −Kj)ϕidν +

∫
(δϕ∗j)(2Ji −Ki)ϕjdν

]
+

2
∑

i

∫
ϕ∗i h(δϕi)dν +

∑

i,j

[∫
ϕ∗i (2Jj −Kj)(δϕi)dν +

∫
ϕ∗j(2Ji −Ki)(δϕj)dν

]

Após a soma sobre i e j as duas expressões entre cochetes forneceram o mesmo

resultado. Fazendo uso da hermiticidades de h, Ji e Ki podemos escrever

δE = 2
∑

i

∫
(δϕ∗i )

{
h +

∑

j

(2Jj −Kj)

}
ϕidν +

2
∑

i

∫
(δϕi)

{
h∗ +

∑

j

(2J∗j −K∗
j )

}
ϕ∗i dν (3.33)

Neste ponto devemos impor que a variação de δϕi sobre os orbitais seja tal que os

novos orbitais (obtidos após a variação ) permaneçam ortogonais.

∫
ϕ∗i ϕjdν = δij

∫
(δϕ∗i )ϕjdν +

∫
(δϕj)ϕ

∗
i dν = 0 (3.34)

A condição , nescessária mas não suficiente, para que E seja mı́nimo, fornece

δE = 0 para qualquer escolha dos δϕi’s obedecendo as restrições (3.34). A técnica

matemática padrão utilizada para resolver o problema é chamada método dos multipli-

cadores de Lagrange. Este método consiste em multiplicar cada uma das eq. (3.34)

21



por um fator, a ser determinado posteriormente, chamado multiplicador de Lagrange,

e adiciona-se todas estas equações a δE, para dar, digamos δE
′
. Logo o problema

de encontrar as condições para δE = 0 para qualquer escolha dos δϕi’s, compat́ıvel

com (3.34), agora torna-se o problema de encontrar as condições para δE
′
= 0 para

qualquer escolha dos δϕi’s, sem restrições , e ao mesmo tempo obter os valores dos

multiplicadores de Lagrange. Multiplicando (3.34) por −2εji (multiplicadores de

Lagrange) e somando as equações resultantes temos:

−2
∑

i,j

εji

∫
(δϕ∗i )ϕjdν − 2

∑

i,j

εji

∫
(δϕj)ϕ

∗
i dν = 0

Reescrevendo esta equação na forma

−2
∑

i,j

εji

∫
(δϕ∗i )ϕjdν − 2

∑

i,j

εji

∫
(δϕi)ϕ

∗
jdν = 0 (3.35)

Adicionando (3.35) a (3.33) obtemos

δE
′
= 2

∑

i

∫
(δϕ∗i )

{[
h +

∑

j

(2Jj −Kj)
]
ϕi −

∑

j

ϕjεji

}
dν +

2
∑

i

∫
(δϕi)

{[
h∗ +

∑

j

(2J∗j −K∗
j )

]
ϕ∗i −

∑

j

ϕ∗jεij

}
dν (3.36)

As condições para δE
′
= 0 são agora dadas por

[
h +

∑

j

(2Jj −Kj)

]
ϕi =

∑

j

ϕjεji (3.37)

[
h∗ +

∑

j

(2J∗j −K∗
j )

]
ϕ∗i =

∑

j

ϕ∗jεij (3.38)

Tomando o complexo conjugado de (3.38) e subtraindo de (3.37), temos

∑

j

ϕj(εji − ε∗ij) = 0

Como o conjunto de funções ϕi são linearmente independentes tem-se que,

εji = ε∗ij (3.39)
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ou seja, a matriz formada pelos multiplicadores de Lagrange é hermitiana.

Definimos o operador de integração eletrônica total G e o operador hamiltoniano

de Hartree-Fock F por

G =
∑

j

(2Jj −Kj), (3.40)

e

F = h + G. (3.41)

As equações que os ϕi
′s devem satisfazer, equações (3.37) e (3.38), podem ser

reescritas na forma

Fϕi =
∑

j

ϕjεji, (3.42)

ou, na notação matricial,

FΦ = Φε. (3.43)

Vamos agora submeter o conjunto de O.M. Φ a uma transformação unitária.

Esta preserva a ortonormalidade dos orbitais e não altera o determinante de Slater,

dando um novo conjunto Φ
′
de orbitais:

Φ
′
= ΦU (3.44)

U †U = UU † = I (3.45)

onde I é a matriz unitária.

Multiplicando (3.43) á direita por U e usando a relação (3.45) teremos

F (ΦU) = Φ(UU †)εU

FΦ
′
= Φ

′
U †εU
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Defininindo a matriz transformada ε
′
= U †εU teremos

FΦ
′
= Φ

′
ε
′

(3.46)

Notamos que na eq. (3.46) a matriz F aparece sem ”linha” o que significa que

os elementos desta matriz foram calculados com a base original {ϕi}. Como relacionar

estes a aqueles na base {ϕ′
i}. Os orbitais ϕ

′
i vão aparecer sempre em par da forma,

∑

i

ϕ
′∗µ
i ϕ

′ν
i (3.47)

Se usarmos (3.44) podemos reescrever a soma acima em termos dos orbitais

originais.

∑

i

ϕ
′∗µ
i ϕ

′ν
i =

∑

j

∑

k

ϕ∗µj ϕν
k

∑

i

U∗
jiUki

=
∑

j,k

ϕ∗µj ϕν
kδjk =

∑

j

ϕ∗µj ϕν
j ,

então desta igualdade vemos que

∑

i

J
′
i =

∑

i

Ji e
∑

i

K
′
i =

∑

i

Ki, (3.48)

consequentemente

G
′
= G e F

′
= F. (3.49)

Podemos então reescrever (3.43) como

F
′
Φ
′
= Φ

′
ε
′
. (3.50)

Isto significa que as equações satisfeitas pelos melhores ϕ
′
i
′s tem exatamente

a mesma forma da equação satisfeita pelos melhores ϕi
′s.

Isto já era esperado pois a menos de um fator de fase, os dois conjuntos do

O.M. dão origem ao mesmo determinante de Slater.

Uma vez que a matriz ε é hermitiana existe uma matriz unitária U tal que
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ε
′
= U †εU é uma matriz diagonal.

Podemos desta forma assumir sem perda de generalidade que os melhores O.M.

satisfazem as equações

Fϕi = εiϕi (3.51)

O conjunto de equações , uma para cada O.M., que asseguram o melhor

determinante de Slater são todas autofunções do mesmo operador hermitiano F , que

por sua vez é definido em termos destes O.M. Este conjunto de equações é conhecida

como equações de Fock.

A equação (3.51) é um problema de autovalor para o operador hermitiano F .

Algumas propriedades de um operador hermitiano importantes para nós são:

• seus autovalores são reais;

• autofunções pertencentes a diferentes autovalores são ortogonais.

Os n autovalores mais baixos de F , os Ei, e as correspondentes autofunções

ϕi fornecerão uma descrição do estado fundamental do sistema. As demais serão

apropriadas para descrição de estados excitados.

O procedimento geral utilizado para resolver as equações (3.51) é o seguinte:

Assume-se um conjunto inicial dos ϕi
′s. Guiado pela minimização da energia

dado pela equação (3.51) um novo conjunto dos ϕi
′s é encontrado e o procedimento é

repetido até que os ϕi
′s utilizados no ińıcio do processo e aqueles obtidos da resolução

das equações de Fock concordem dentro de uma margem de erro.
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Caṕıtulo 4

O Procedimento LCAO (Linear

Combination of Atomic Orbitals)

Para átomos o problema de se resolver as equações de Fock é bastante simplificado

devido a simetria esférica. No caso de moléculas, o problema torna-se mais complexo

pois não tem-se a simetria anterior. Neste caso, os cálculos de estrutura eletrônica são

baseados na aproximação em que os orbitais moleculares são escritos como combinações

lineares de orbitais atômicos, [6] isto é,

ϕi =
m∑

µ=1

χµCµi (4.1)

onde os χµ
′s representam os orbitais atômicos escolhidos e os Cµi

′s representam os

coeficientes da expansão do orbital molecular ϕi. Os orbitais atômicos podem ser

ortogonais em casos particulares

∫
χ∗µχνdν = 1, (4.2)

mas no caso geral não serão ortogonais, isto é,

∫
χ∗µχνdν = Sµν . (4.3)

Os elementos Sµν formam uma matriz chamada matriz de superposição (”overlap”).
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Usando a linguagem matricial

χ = (χ1, χ2, ..., χn)

Ci =




C1i

C2i

...

Cmi




e C =




C11 C12 · · · C1n

C21 C22 · · · C2n

...
... · · · ...

Cm1 Cm2 · · · Cmn




de modo que reescreveremos (4.1) sob a forma:

ϕi = χCi (4.4)

e também

Φ = χC. (4.5)

Se utilizarmos a equação (4.4), estaremos nos referindo ao caso de um único

O.M. ϕi, enquanto que se utilizarmos a equação (4.5) estaremos envolvedo o conjunto

de todos os O.M. O primeiro ı́ndice em Cµi designa o O.A., enquanto µ, o segundo

ı́ndice, designa o O.M. i. Para evitar confusão usaremos a convenção :

i, j, k, l, .....................designam O.M.

µ, ν, λ, τ, .....................designam O.A.

Notemos que o número total de O.M. é n enquanto que o número total de

O.A. é m. Como temos que contruir n O.M. linearmente independentes de m O.A.,

devemos então ter m ≥ n.

Temos agora que determinar os melhores O.M. para um dado conjunto de O.A.

prè-definidos. Isto é, devemos encontrar os coeficientes Cµi em (4.1) de forma que a

energia alcance um mı́nimo que esperamos ser absoluto.

Definiremos para todo operador de um elétron ,M , os correspondentes elementos

de matriz Mµi calculados com o conjunto de O.A. {χ} e a matriz M que é formada
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por estes elementos

Mµi =
∫

χ∗µMχνdν e

M =




M11 M12 · · · M1n

M21 M22 · · · M2n

...
... · · · ...

Mm1 Mm2 · · · Mmn




Se o operador M é hermitiano é fácil mostrar que a matriz M é também

hermitiana, isto é, M∗
pq = Mpq ou M∗ = M . Correspondentemente para os operadores

(hermitianos) H, Ji, Ki, G e F nós teremos matrizes hermitianas H, Ji, Ki, G e F .

Assim podemos escrever, por exemplo, a integral hi na base dos O.A. como

hi =
∫

ϕ∗i hϕidν =
∫ (∑

µ

χµCµi

)∗
h

(∑
ν

χνCνi

)
dν

=
∑
µν

C∗
µiCνi

∫
χ∗µhχνdν =

∑
µν

C∗
µiCνihµν

hi =
∑
µν

C∗
µihµνCνi (4.6)

onde hµν =
∫

χ∗µhχνdν

De forma análoga

Jij =
∫

ϕ∗i ϕ
∗
jr
−1
12 ϕiϕjdν1dν2

=
∑

µ,ν,λ,σ

C∗
µiC

∗
νjCλiCσj

∫
χ∗µχ

∗
νr
−1
12 χλχσdν1dν2

Jij =
∑

µ,ν,λ,σ

C∗
µiC

∗
νjCλiCσj〈µν|λσ〉 (4.7)

No caso da integral de troca Kij teremos

Kij =
∑

µ,ν,λ,σ

C∗
µiC

∗
νjCλiCσj〈µν|σλ〉 (4.8)
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E para a integral de ortonormalidade

∫
ϕ∗i ϕjdν =

∫ (∑
µ

Cµiχµ

)∗ (∑
ν

Cνjχν

)
dν

=
∑
µ,ν

C∗
µiCνj

∫
χ∗µχνdν

=
∑
µ,ν

C∗
µiSµνCνj = δij (4.9)

Podemos escrever (4.6) e (4.9) na notação matricial,

hi = C†
i hCi

C†
i SCj = δij

Podemos também escrever (4.7) e (4.8), sob a forma matricial, notando que

Jij =
∫

ϕ∗i Jjϕidν =
∑
µ,ν

C∗
µi

(∫
χ∗µJjχνdν

)
Cνi

ou Jij = C†
i JiCi = C†

j JiCj

e Kij = C†
i KiCi = C†

j KiCj

Vamos agora voltar ao problema de determinar o mı́nimo da energia. Neste

ponto, no entanto, a variação será sobre os vetores Ci, variando-os por quantidades

infinitesimais δCi,

δE = 2
∑

i

δhi +
∑

i,j

(2δJij − δKij)

= 2
∑

i

(δC†
i )hCi +

∑

i,j

[
(δC†

i )(2Ji −Kj)Ci + (δC†
j )(2Ji −Kj)Cj

]
+

2
∑

i

C†
i h(δCi) +

∑

i,j

[
C†

i (2Ji −Kj)(δCi) + C†
j (2Ji −Kj)(δCj)

]

Tal como antes pode-se simplificar a expressão acima e reescrevê-la como

δE = 2
∑

i

(δC†
i ){h +

∑

j

(2Jj −Kj)}Ci + 2
∑

i

(δCT
i ){h∗ +

∑

j

(2J∗j −K∗
j )}C∗

i
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Definindo a matriz de Hartree-Fock-Hoothaan como

F = h +
∑

j

(2Jj −Kj)

então teremos

δE = 2
∑

i

(δC†
i )FCi + 2

∑

i

(δCT
i )F ∗C∗

i

como no caso anterior a variação nos vetores Ci está sujeita ao v́ınculo da ortogonalidade

C†
i SCj = δij

(δC†
i )SCj + C†

i S(δCj) = 0

ou

(δC†
i )SCj + (δCT

j )S∗δC∗
i = 0

Como anteriormente introduzimos os multiplicadores de Lagrange −2εji na

equação anterior e somando sobre i e j teremos

−2
∑

i,j

(δC†
i )SCiεji − 2

∑

i,j

(δCT
i )S∗C∗

i εji = 0

−2
∑

i,j

(δC†
i )SCiεji − 2

∑

i,j

(δCT
i )S∗C∗

j εij = 0

Adicionando esta expressão à equação para δE obtemos,

δE ′ = 2
∑

i

(δC†
i )[FCi −

∑

j

SCjεji] + 2
∑

i

(δCT
i )[F ∗C∗

i −
∑

j

S∗C∗
j εij]

Fazendo δE ′ = 0 teremos

FCi =
∑

j

SCjεji

F ∗C∗
i =

∑

j

S∗C∗
j εij

30



Como anteriormente os εij
′s são elementos de uma matriz hermitiana e as duas

equações acima são totalmente equivalentes.

Podemos assumir que ε é uma matriz diagonal com elementos diagonais reais

Ei, assim podemos reescrever a primeira das equações anteriores como

FCi = εiSCi (4.10)

Este conjunto de equações satisfeitas pelos melhores Ci
′s, são as equações

de Hartree-Fock-Roothann. Existem n equações deste tipo, uma para cada orbital

molecular. A solução de cada uma delas fornecerá o conjunto de coeficientes (vetor

coluna Ci) de cada orbital molecular na base dos orbitais atômicos (χ) juntamente

com a energia (εi) associada a cada um dos orbitais moleculares.

Se juntarmos todos os vetores coluna Ci numa matriz C e as energias εi numa

matriz diagonal ε, podemos agrupar todas equações do tipo (4.10) numa única equação

,

FC = SCε (4.11)

onde

C =




· · · · · · · · ·
C1 C2 Cn

· · · · · · · · ·




ε =




ε1 0 · · · 0

0 ε2 · · · 0
...

0 0 · · · En




A equação (4.11) pode ser escrita como,

(F − εS)C = 0 (4.12)

Que é uma generalização da equação de autovalor da matriz hermitiana F (quando

S = I) a equação anterior reduz-se a uma equação de autovalores usual. Neste caso é

possivel mostrar que os autovalores das equações (4.10) são ráızes da equação secular

det(F − εS) = 0 (4.13)
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Esta equação é sempre de grau m em ε e F e S são matrizes m × m e todas suas

raizes são reais.

Pode-se mostrar também que autovalores pertencentes a autovalores diferentes

são mutualmente ortogonais.

Em se tratando do estado fundamental devemos escolher as n soluções εi, Ci

para i = 1, 2, ..., n correspondentes aos autovalores εi mais baixos.

As soluções restantes εi, Ci para i = n + 1, n + 2, ..., m serão úteis no estudo

dos estados excitados.

A dificuldade que temos no processo de solução do conjunto das equações (4.10),

as equações de Hartree-Fock-Rootann, é semelhante àquela encontrada quando nos

deparamos com as equações de Fock (3.51). Isto é, para resolvermos as equações

(4.10) precisamos conhecer a matriz F e para “construir” os elementos desta matriz

necessitamos dos coeficientes Ci que são as soluções de (4.10).

Para tornar mais claro este ponto vamos escrever um elemento qualquer de F ,

digamos Fµν , em termos dos coeficientes Cµi (veja equação 4.1).

A matriz F foi definida anteriormente como

F = h +
∑

j

(2Jj −Kj) (4.14)

O elemento µν da matriz h é

hµν =
∫

χ∗µhχνdν = 〈µ|h|ν〉 (4.15)

O elemento µν da matriz Jj é

(Jj)µν =
∫

χ∗µ(1)Jj(1)χν(1)dν1 =
∫

χ∗µϕ
∗
j

1

r12

ϕjχνdν1dν2

(Jj)µν =
∑

λσ

C∗
λjCσj

∫
χ∗µχ

∗
λ

1

r12

χσχνdν1dν2 =
∑

λσ

C∗
λjCσj〈µλ|σν〉 (4.16)

onde usamos a notação

〈µλ|σν〉 =
∫

χ∗µχ
∗
λ

1

r12

χσχνdν1dν2

32



Finalmente o elemento µν da matriz Kj é

(Kj)µν =
∫

χ∗µ(1)Kj(1)χν(1)dν1 =
∫

χ∗µϕ
∗
j

1

r12

χνϕjdν1dν2

(Kj)µν =
∑

λσ

C∗
λjCσj

∫
χ∗µχ

∗
λ

1

r12

χνχσdν1dν2 =
∑

λσ

C∗
λjCσj〈µλ|νσ〉 (4.17)

Logo,

Fµν = hµν +
∑

j

[2(Jj)µν − (Kj)µν ] (4.18)

ou

Fµν = 〈µ|h|ν〉+
∑

λσ

∑

j

2C∗
λjCσj[〈µλ|σν〉 − 1

2
〈µλ|νσ〉]

Fµν = 〈µ|h|ν〉+
∑

λσ

Pλσ[〈µλ|σν〉 − 1

2
〈µλ|νσ〉] (4.19)

Onde
Pλσ =

∑

j

2C∗
λjCσj

Portanto para calcularmos os elementos de matriz Fµν precisamos das integrais

de um elétron, 〈µ|h|ν〉, das integrais de dois eletrons,〈µλ|σν〉, e dos coeficientes Cλj,

que no entanto não podem ser conhecidos a priori e é exatamente devido a presença

deles que temos que adotar um processo interativo na solução das equações (4.10) para

determinar os novos coeficientes. Estes são comparados com os coeficientes de partida

e caso eles não sejam iguais, dentro de uma margem de erro, o processo é repetido

usando agora como coeficientes de partida aqueles obtidos da solução da equação

(4.10). Repete-se este procedimento até que o conjunto de coeficientes usados para

construir F coincida com os coeficintes obtidos no passo anterior, dentro de uma faixa

de erro preestabelecida. Quando isto acontece dizemos que o processo convergiu e que

as soluções εi, Ci da equação (4.10) fornecem uma energia mı́nima.
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Este procedimento interativo pode ser esquematizado como:

Cálculo das integrais 〈µ|ν〉,〈µ|h|ν〉,〈µλ|σν〉 e 〈µλ|νσ〉
↓

Cálculo inicial dos Fµν

↓
Resolução de (F − εS)C = 0 ←−−−−−−−−

↓
Cálculo dos Pµν

↓ Cálculo dos novos Fµν

↓ ↑
Cálculo de 4Pµν = P i+1

µν − P i
µν

−−−−−→ se | 4 Pµν | > δ

↓
se | 4 Pµν | ≤ δ

↓
convergência

i → N o de interações .

δ → critério de convergencia.
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Caṕıtulo 5

Solução Clássica do Problema

Nuclear - Dinâmica

Neste caṕıtulo vamos descrever uma solução clássica para a dinâmica do problema

nuclear. É neste sentido que temos uma dinâmica molecular semi-quântica, pois a

parte eletrônica é quântica e a parte nuclear é clássica. Com este método esperamos

estudar a dinâmica dos nùcleos e encontrar os modos normais de vibração de algumas

moléculas simples. [7] [11] [12] [13] [14][5]

Em prinćıpio consideremos a equação (2.13) que é o hamiltoniano nuclear

que descreve o movimento dos núcleos no campo médio dos elétrons como uma

hamiltoniana puramente clássica, calculando Hnucl = 〈Φele|H|Φele〉, e obtemos

Hnucl = −
M∑

A=1

~P 2
A

2M e
A

+ ETot({~RA}) (5.1)

Com isso, ao invés de operadores de momento e posição temos momento e

posição canônicos, logo podemos usar as Equações de Hamiltom descritas por:

~̇PA =
d~PA

dt
= −∂Hnucl

∂ ~RA

e ~̇RA =
d~RA

dt
=

∂Hnucl

∂ ~PA

(5.2)
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Substituindo a equação (5.1) em (5.2) obtemos

~̇RA =
~PA

MA

(5.3)

~̇PA = −∂ETot({~RA})
∂ ~RA

(5.4)

Sabemos da equação (2.12) que,

ETot({~RA}) = Eelet({~RA}) +
M∑

A=1

M∑

B>A

ZAZB

RAB

(5.5)

Identificamos o operador ∂/∂ ~RA = ~∇A e com este obtemos da equação (5.4),

~̇PA = −~∇A

(
Eelet({~RA})

)
− ~∇A

(
M∑

B>A

ZAZB

RAB

)

~̇PA = −~∇A

(
Eelet({~RA})

)
+

M∑

B>A

ZAZB

~RAB

R3
AB

(5.6)

Vamos considerar agora o gradiente da energia eletrônica na equação (5.6). A

energia eletrônica é justamente a energia Hartree-Fock que é dada pela equação (3.22)

ou seja

Eelet({~RA}) = 2
n∑

i=1

〈ϕi|h|ϕi〉+
n∑

i,j

[
2〈ϕiϕj|g|ϕiϕj〉 − 〈ϕiϕj|g|ϕjϕi〉

]
(5.7)

Usando o procedimento LCAO como foi mostrado no caṕıtulo anterior, podemos

escrever na notação matricial que,

ϕ = C†χ, (5.8)

Assim podemos reescrever a energia eletrônica como,

Eelet = 2
N∑

m,n=1

〈m|h|n〉Dm,n +
N∑

m,n,r,s=1

〈mn|rs〉(2Dm,nDr,s −Dm,rDn,s) (5.9)

onde D é a matriz densidade definida por ,D = CC†, e ,〈mn|rs〉 = 〈χmχn|1/r12|χrχs〉.
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Um ponto importante sobre a matriz densidade é que o gradiente desta deve ser

zero,~∇A(D) = 0, pois a integral em todo espaço da densidade de carga é 1, como foi

mostrado por Feynman(1939). No entanto, temos de requerer na equação (5.9) que os

O.M.’s sejam ortonormais. P. Pulay(1969) mostra que este requerimento é equivalente

a requerer que D seja indempotente:

DSD = D, (5.10)

onde S é a matriz de ”overlap”, Smn = 〈m|n〉. A equação (5.9) deve ser diferenciada

com a condição de que D seja indempotente, onde isto é o mesmo que dizer que

~∇A(D) 6= 0 e contribua no gradiente da energia. Tirando o gradiente da equação

(5.10) obtemos:

~∇A(DSD) = [~∇A(D)]SD + D[~∇A(S)]D + DS[~∇A(D)] = ~∇A(D) (5.11)

Onde uma simples solução para esta equação é:

~∇A(D) = −D[~∇A(S)]D (5.12)

Sendo fácil mostrar que (5.12) é solução de (5.11) fazendo uso da indempotência

(5.10). Agora tendo isto em mente aplicaremos o gradiente na energia eletrônica dada

por (5.9), logo temos:

~∇A[Eelet] = 2
N∑

m,n=1

{
〈m|h′|n〉Dm,n +

[
〈m′|h|n〉+ 〈m|h|n′〉

]
Dm,n + 〈m|h|n〉D′

m,n

}
+

N∑

m,n,r,s=1

{[
〈m′n|rs〉+ 〈mn′|rs〉+ 〈mn|r′s〉+ 〈mn|rs′〉

](
2DmnDrs −DmrDns

)
+

〈mn|rs〉
(
2D′

m,nDr,s + 2Dm,nD
′
r,s −D′

m,rDn,s −Dm,rD
′
n,s

)}
(5.13)

Onde, o ı́ndice linha(’) na notação significa o gradiente, logo:

h′ = ~∇A(h), m′ = ~∇A(χm) e D′
m,n = ~∇A(Dm,n).

Identificamos que o primeiro termo da equação (5.13) é justamente a força de Hellmann-
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Feynman e todo os outros elementos formam a chamada força da função de onda.

Com posse da equação (5.13) podemos escrever a equação (5.6) como:

~̇PA = ~fe({~RA}) +
M∑

B>A

ZAZB

~RAB

R3
AB

= ~F ({~RA}) (5.14)

esta equação junto com (5.3), ~̇RA =
~PA

MA

,

formam as duas equações canônicas de movimento no formalismo de Hamilton.

Restando-nos agora integrar estas equações numericamente e obter assim a

evolução dinâmica dos núcleos da molécula que tivermos interesse.

5.1 Integração Numérica

Em geral não é posśıvel obter as soluções anaĺıticas da equação de movimento (5.14).

Em muitos casos temos teorias que nos garantem existência e unicidade das soluções

mas não sabemos sua expressão anaĺıtica.

Todos os métodos numéricos de integração são baseados em algoritmos de

diferenças finitas que resultam da discretização do tempo. Em dinâmica molecular,

o cálculo das forças são bastante complicados, o que faz com que alguns métodos de

integração sejam inviáveis. Métodos que envolvam o cálculo de forças mais de uma

vez, a cada passo no tempo, não podem ser boa escolha, pois o tempo de computação

torna-se muito grande. Como um exemplo, o método de Runge-Kutta de 4o
¯ ordem e

suas variações que exigem o cálculo das forças quatro vezes, em cada passo, para cada

part́ıcula.

A escolha de um bom método envolve também saber que tipo de potencial está

sendo usado na simulação para que se possa ,por exemplo, evitar instabilidades nas

interações .

Neste trabalho as equações (5.3) e (5.14) serão integradas utilizando um algoritmo

de 2a
¯ ordem, o método Leap − Frog, por este ser bastante estável para sistemas

oscilantes.
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Leap− Frog

~PA(t + h/2) = ~PA(t− h/2) + h~F ({~RA(t)}), (5.15)

~RA(t + h) = ~RA(t) +
h

MA

~PA(t + h/2) (5.16)

com erro ε = O(h2)
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Caṕıtulo 6

Resultados da Aplicação da

Dinâmica em algumas moléculas

simples

Neste caṕıtulo vamos aplicar a dinâmica proposta neste trabalho a algumas moléculas

simples (H2, O2, N2, CO, H2O).

Um ponto importante a ser comentado é que todos os cálculos da estrutura

eletrônica foram feitos usando um programa denominado GAMESS (General Atomic

and Molecular Electronic Structure System) e os cálculos de dinâmica molecular foram

feitos usando um programa de minha autoria, transcritos no apendice A desta

dissertação .

Iniciarei esta discusão definindo o primeiro sistema molecular de interesse, que

é a molécula de Hidrogênio (H2), por se tratar do sistema mais simples em questão.

Esta molécula é composta por dois átomos de Hidrogênio, cada um com seu respectivo

elétron, que se ligam para formar H2.

Cada um destes átomos em seu estado fundamental, esta com seu respectivo

elétron no primeiro orbital atômico denominado 1s. Quando estes dois átomos se

ligam, os dois elétrons constituintes do problema molecular estarão juntos, no primeiro

orbital molecular 1s e com spin contrários, satisfazendo assim o prinćıpio da exclusão

de Pauli.
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Tendo em mente este sistema simples, calculamos a energia total e o gradiente

da energia total Hartree-Fock em utilizando uma base STO-6G(Orbital tipo Slater

expandido com 6 gaussianas) no programa GAMESS.

Como temos as forças atuantes em cada núcleo, podemos integrar suas equações

de movimento, obtendo assim seus modos de vibração , que para este sistema espećıfico,

sabemos que haverá apenas um modo de vibração para uma determinada energia, pois

esta é uma molécula diatômica e não estamos considerando rotações neste modelo.
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Figura 6.1: Distancia entre os dois núcleos × tempo para H2.

A Figura 6.1 mostra um gráfico dos valores médios da distância, X12 = X2−X1 como

uma função do tempo obtido pela simulação do H2. Neste gráfico mostramos vários

peŕıodos completos do H2, sendo que, o auto-estado fundamental do hamiltoniano

deste sistema é caracterizado por esta oscilação .

A figura 6.2 mostra a densidade espectral como função da frequência, que é

caracterizada pela transformada de Fourier da função de auto-correlação de velocidades.

O maior pico deste gráfico nos define a frequência do modo normal de oscilação para o

H2, que por nossos cálculos obtemos uma frequència, νTeo = 4262.3cm−1 que está de

acordo com a frequéncia obtida experimentalmente, νExp = 4160cm−1. Com respeito

ao segundo e menor pico, este define uma frequência que representa duas vezes a
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frequência do estado fundamental, portanto esta é justamente a frequência do segundo

harmônico, assim como indica a figura 6.5.
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Figura 6.2: Densidade Espectral × Frequência para o H2.

Como foi discutido, para calcularmos a evolução temporal dos núcleos temos de

calcular antes a superf́ıcie de energia total Hartree-Fock e as respectivas forças nos

núcleos, destes obtemos as figuras 6.3, 6.4 e 6.5..
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Figura 6.3: Energia Total Eletrônica × distancia de separação do H2.
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A figura 6.3 mostra, a curva de energia potencial total que os núcleos estão sujeitos

como função da separação entre eles, onde este é um potecial do tipo molecular.

A linha horizontal no fundo do poço foi ampliada fornecendo a figura 6.4,

mostrando justamente o ńıvel de energia do estado fundamental, ou seja, é o autovalor

do hamiltoniano nuclear clássico caracterizado pela soma das energias cinéticas e

potenciais dos núcleos.

Outra caracteŕıstica importante deste gráfico é que o mı́nimo deste potencial

define a distância mı́nima entre os átomos X0
12Teo = 0.7105Å, que está também de

acordo com o X0
12Exp = 0.742Å.[20]
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Figura 6.4: Nivel de energia do estado Fundamental do H2.

Voltamos agora nossa atenção à figura 6.5 que mostra a força em cada núcleo

como função da distância entre eles Em uma aproximação harmônica deveriamos fazer

um ajuste linear nesta curva, obtendo assim , a frequência harmônica do sistema,

porém é notório que esta curva não é uma reta e isso implica que existem termos não

harmônicos no potencial dos núcleos. A posição onde a curva corta o zero também

define a posição de equiĺıbrio do sistema.
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Figura 6.5: Forca × distancia de separação dos núcleos - H2.

A figura 6.6 mostra o espaço de estados do sistema, onde, mostramos o momento

das part́ıculas, como função da posição , a figura no eixo negativo ou no positivo da

posição representam respectivamente o núcleo 1 e 2 do H2.
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Figura 6.6: Espaço de fase - H2.
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Tendo em mente este modelo descrito para o H2, que é uma molecula diatômica,

aplicamos o método para diferentes moleculas diatômicas, onde abaixo relacionamos

alguns resultados de grandezas interessantes do sistema nas tabelas 6.1 e 6.2. Todas

as figuras estão no apêndice B.

Tabela 6.1

Comprimento de ligação X0
12(Å)

H2 CO N2 O2

Experimento[20][21] 0.742 1.128 1.098 1.207

HF STO-6G 0.7105 1.1457 1.136 1.221

Tabela 6.2

Frequencias vibracionais ν(cm−1)

H2 CO N2 O2

Experimento[20] 4160 2143 2331 1555

HF STO-6G 4262.3 2136.2 2022.16 1587.31

6.1 Conclusão

Primeiramente desenvolvemos um programa capaz de simular a dinâmica molecular

para o chamado problema eletrônico(Cap. 2), sendo que este depende dos cálculos

de estrutura eletrônica feitos pelo GAMESS. Em prinćıpio, este pode ser aplicado a

qualquer sistema molecular que se tenha interesse, porém, os cálculos da estrutura

eletrônica que levam tempo elevado de processamento são feitos em todos os instantes

de tempo, logo, para sistemas maiores este método se torna inef́ıcaz.

No entanto, para sistemas simples como moleculas diatômicas, este se mostrou

de ótima eficácia, pois, conseguimos erros relativos da frequência do estado fundamental,

de cada molecula estudada respectivamente de 2, 4%, 0, 31%, 13, 24%, 2, 04%.

Pela precisão que conseguimos nestes resultados, temos a pretenção de aplicarmos

esta dinâmica para sistemas de moleculas com 3 e 4 núcleos, com bases maiores, porém

dependemos da implantação do cluster para simulação paralela em nossos laboratórios.
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Já temos alguns resultados preliminares destes cálculos, porem estes encontram-se

temporariamente sem andamento devido a elaboração desta dissertação .

Gostaria portanto, de agradecer a atenção dada a este trabalho pelo leitor, e

espero ter contribuido, para o crescimento do desenvolvimento cient́ıfico.
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6.2 Apêndice A - Programa
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6.3 Apêndice B - Figuras
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Figura 6.7: Distancia entre os dois núcleos × tempo para CO.
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Figura 6.8: Densidade Espectral × Frequência para o CO.
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Figura 6.9: Nivel de energia do estado Fundamental do CO.
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Figura 6.10: Forca × distancia de separação dos núcleos - CO.
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Figura 6.11: Espaço de fase - CO.

6.3.2 N2
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Figura 6.12: Distancia entre os dois núcleos × tempo para N2.
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Figura 6.13: Densidade Espectral × Frequência para o N2.
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Figura 6.14: Nivel de energia do estado Fundamental do N2.
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Figura 6.15: Forca × distancia de separação dos núcleos - N2.
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Figura 6.16: Espaço de fase - N2.
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6.3.3 O2
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Figura 6.17: Distancia entre os dois núcleos × tempo para O2.
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Figura 6.18: Densidade Espectral × Frequência para o O2.
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Figura 6.19: Nivel de energia do estado Fundamental do O2.

1.16 1.18 1.2 1.22 1.24 1.26 1.28
X2-X1 (ang)

-0.15

-0.1

-0.05

0

0.05

0.1

0.15

F
 (

ua
)

O2

Figura 6.20: Forca × distancia de separação dos núcleos - O2.
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Figura 6.21: Espaço de fase - O2.
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