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Resumo

Neste trabalho fazemos uma descricao do chamado problema eletronico dentro
da aproximagao adiabatica (Born-Oppenheimer), onde é considerado que o movimento
dos nucleos é muito mais lento que o movimento dos elétrons. Dentro desta aproximacao,
consideramos os nucleos estaticos sujeitos ao potencial eletronico.

De posse das fungoes de onda nesta aproximacao, calculamos o valor médio
do Hamiltoniano original que nos fornece um Hamiltoniano efetivo cléssico para os
nicleos. Podemos, entao, usar as equagoes de Hamilton para obter o movimento
nuclear. Resolvemos numericamente estas equagoes para obter os modos normais de
vibragao de moleculas simples, e.g. moleculas diatomicas que, quando possivel, sao

comparadas com experimentos.
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Abstract

In this work we study the electronic problem in the adiabatic approximation
(Born-Oppenheimer), in which one assumes that the motion of the nucleus much
slower than that of the electrons. This approximation, we consider the static nucleus
subject to a electronic potential.

With the wavefunctions in this approximation, we calculate the average value
of original Hamiltonian, so obtaining a classical effective Hamiltonian for the nucleus.
Then we used Hamilton’s equations to obtain the nuclear motion. We resolve this
equations numerically to obtain the normal vibrational modes of simple molecules,

eg. diatomic molecules, and where possible, compare with experiments.
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Introducao

Neste trabalho procuramos discutir um método de calculos ab initio, para o
calculo da dinamica nuclear dentro da aproximacao adiabatica. Deste modo procuramos
determinar o comportamento dinamico do nucleo.

Nosso trabalho consiste em escrever o operador hamiltoniano do problema
molecular completo, descrito no capitulo 2, introduzir a aproximagao de Born-Oppenheimer,
e solucionar a parte eletronica usando o método de Hartree-Fock (Descrito nos capitulos
3ed).

No capitulos 5 consideraremos o Operador Hamiltoniano como classico, constituido
da energia cinética nuclear e do campo de energia potencial médio produzido pelos
elétrons sobre os nicleos. Tendo isto em mente solucionamos as equagoes de movimento
de Hamilton para o movimento nuclear, dentro do campo elétrico médio produzido

pelos elétrons e obtemos a evolucao dos ntcleos.
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Capitulo 1

Método Variacional para a
Equacao de Schrodinger
Independente do Tempo

Sistemas quanticos sao governados pela equacao de Schrodinger. Esta equagao
sO pode ser resolvida exatamente em alguns poucos casos. Por esta razao, métodos
aproximados de solucao sao sempre bem vindos. Neste trabalho vamos nos concentrar
em um método aproximado denominado método variacional, que é particularmente

simples e eficiente. Abaixo apresentamos nogoes bésicas do método,[1][2][3].

1.1 Calculo Variacional

A equacao de Schrodinger dependente do tempo é escrita como:
ov
h— = HV 1.1
"ot (11

Se pudermos escrever que ,V(7,t) = ¥(7)¢(t), a equagdo acima é separavel em

HU = EV (1.2)
_dp
ih = Eo (1.3)



Usando o método variacional procuramos obter uma solugao para a equagao (1.2).
No método variacional, as possivies solugoes da equacao de Schrodinger estao
restritas a um sub-espaco do espaco de Hilbert que sao as funcoes de quadrado
integravel, e procuramos encontrar as melhores solugoes.
Inicialmente escrevemos a equagao de Schrodinger estacionaria como

H|vy) = E|¢) onde [1)) é um autoestado de H, e portanto temos

(V[H|) = E@ly)

XX HGX)  (lH])
JaX(X)(X) (W)

que é conhecido como o valor esperado da energia para um estado estacionario ¢ (Note

E(X") (1.4)

que nada foi especificado sobre a coordenada generalizada X - porém esta incluir as
coordenadas espaciais e de spin de uma colegao de particulas.)

Os estados estacionarios de um tal funcional energia, sao obtidos impondo a
condicao de extremo as variagoes da energia £/ quando o estado é variado ligeiramente
de |[¢) para [1p+01). Esperamos que este extremo seja um minimo (§F = 0). Podemos

escrever a mudancga 0 F na energia em primeira ordem de 9¢) como:

(Y + 0| H|p +6v)  (Y[H[y)
0FE = — :
SO TR T A T o
Expandindo |9 + §¢) = |¢) + |[07)) obtemos que
(¥ + 09y + 0¢) = (Y[P) + (DoY) + (6¢|¢) + (09]6¢)
(Y + 09[H|p + 0¢) = (P H[Y) + (P H[6Y) + (50| H[Y) + (59| H|¢)
Substituindo em (1.5) obtemos
51— SOLHIY) + WLHI3w) + langledulHlo) + GulHIBY) _ WIHIY) | o

(W[9) + (psiloy) + (0l) + (09[0¢) (¢[¥)

Fatorando os termos comuns

(W H|6v) + (GG H ) + (50| H|w) — LEIEL(($l6v) + (50[0) + (5¢]6¢))

(W) + (¥169) + (0|4) + (6¢loy)

(1.7)



Considerando apenas termos de primeira ordem podemos desprezar (0¢|H|dy) e

(01]d7)) , portanto
(G H ) = E(3|)) + ((V[H[6v) — E{[ov)) =

levando-nos a

(OVH[p) = E(¢[y) e (Y[H]0Y) = E|0y)

Hy = By H*y* = By (1.8)

Estas equagoes nos dao os estados estacionarios do funcional energia encontrados
em um sub-espaco do espago de Hilbert. Vamos supor que a funcao de estado |¢)
seja decomposta em um sub-espago {x,}, finito, com N elementos. Vamos supor

inicialmente que os elementos da base sao ortonormais (x,|xp) = 1, (xp|xq) = 0. Para

um dado estado temos N
V) =2 Colxp (1.9)
O funcional energia é entao representado por:
E = <¢|HW> — pq 10* <Xp’H|Xq> _ pq IC*O Hpq (110)
(Y|) pq 1 G Caopq pq 1 G Cyopq
sendo que
Hpy = (XpH|Xq) (1.11)

sao os elementos de matriz do operador H expandidos na base |x,).
Os estados estacionarios seguem da condicao que a derivada deste funcional

com respeito a C, se anule:

N
—=0=> — Z CrCoEdpg — > CrCyHyy| =0 (1.12)

P |pg=1 p,g=1

Obtemos entao

Z(Hpq — E6p)Cy =0 para p=1,..,N (1.13)



Esta equacao ¢ justamente uma equacao de autovalor ordinédria da forma:

HAC = EC (1.14)

A equagao (1.14) é a Equacao de Schrodinger formulada para uma base ortonormal
finita. Embora em principio seja possivel usar uma parametrizacao nao-linear para a
funcao de onda, parametrizagoes lineares sao usadas na grande maioria dos casos por
causa da simplicidade do método resultante.

O menor autovalor de (1.14) é sempre maior ou igual ao estado fundamental
da energia da Eq.(1.8), pois o estado fundamental é o valor minimo assumido pelo
funcional energia no espago de Hilbert completo. Se nds nos restringirmos a uma
parte deste espaco, entao o valor minimo do funcional energia deve ser maior ou igual
ao estado fundamental do espaco de Hilbert completo. Introduzindo mais funcoes de
base no nosso conjunto, o sub-espaco torna-se maior, e consequentemente, o minimo
do funcional energia diminui.

O comportamento do espectro produzido pela solucao de (1.14) com o aumento

do conjunto de base é esquematizado na figura 1.1 abaixo:

)
E4 —\
(5
(4 o By
l—, I
(4) S (5 T - E,
 — B
€ i
ey ty 2 __ E3
| — e S
'\.‘-.\-‘- (5) EE
\x\_ El

Figura 1.1: o comportamento do espectro da Eq.(1.14) com o aumento do tamanho do conjunto de base. O
indice superior é o nimero de estados no conjunto de base, e o indice inferior rotula os niveis do espectro.

Discutiremos a seguir o caso em que as fungoes de base nao sao ortonormais,
como é geralmente o caso em calculos praticos. Neste caso devemos reformular (1.14)

tomando cuidado com o fato de que a matriz de ”overlap” S , onde os elementos de
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matriz S,, sao definidos por:

Spq = (XplXq) (1.15)

nao é uma matriz unitaria, levando a uma equacao de autovalor generalizada:
N
(Hpg — ESpy)Cy =0 para p=1,.,N (1.16)

q=1

ou na notagao de matriz :
HC = ESC (1.17)
1.2 Solucao do Problema de Autovalor Generalizado

E possivel transformar a equacao (1.17), para a forma de uma equagao de autovalor
ordindria fazendo uma transformacao de base que digonaliza S. Suponha que procuramos

uma matriz V' que transforma S em uma matriz identidade:

VisSv =1 (1.18)

VIHC = EVISC (1.19)

Agora inserimos a identidade VV ! = I em (1.19) obtemos:

N

(VIHV)(V-IC) = E(VISV)(V1C)
Utilizando a identidade (1.18) obtemos da equac@o acima que
H'C =EC (1.20)

Onde ' =V-'CeH =VIHV . A eq. (1.20) é uma equagao de autovalor ordinéria
que pode ser resolvida para e E, e entao encontrar os autovetores C do problema

.. =~ S A .
original com C' =V (' | como anteriormente.



O problema permanece o de encontrar uma matriz V' que torna S para a forma
unitaria. Esta matriz pode ser encontrada se nés temos uma matriz unitaria U que
diagonaliza S :

UtsSU = 3 (1.21)

Com § sendo a forma diagonal de S'. Como os autovalores de .S sao positivos é possivel
definir a raiz quadrada da inversa de s : sendo a matriz contendo a raiz quadrada
inversa dos autovalores de S na diagonal.

Escolhendo a matriz V = U§7/2 | temos:
VISV = 57 V2UtSUs Y2 = 5728572 = 0 = ] (1.22)

Portanto temos agora a solucao completa do problema de autovalor generalizado.



Capitulo

Descricao do Problema Molecular

2.1 O Problema Eletronico

Como ja comentamos estamos interessados em encontrar as solugoes aproximadas da

Equagao de Schrédinger independente do tempo nao relativistica [1][3][4].
H|®) = E|D) (2.1)

Onde H é o Operador Hamiltoniano para um sistema constituido de varios nicleos
e varios elétrons descritos pelos vetores posi¢do R4 e 7; respectivamente. Escrevendo

agora explicitamente o operador hamiltoniano temos:

N 2 M P2 N M ZA€2
Z Lo el L
e? 1 M M Z,Zge?

Sy e 2:2)

47T€0 — 75 47T€0 A1 B>a |[Ra — Rp|

8
N N
=1 5>t
Um sistema de coordenadas moleculares é mostrado na figura 2.1 abaixo. Nesta
equacao m. e M4 sao as massas dos elétrons e dos nicleos respectivamente, Z4 € o

niumero atomico dos nucleos P, = —ihV,; e Py = —ihV 4. A distancia entre o i-ésimo

elétron e o A-ésimo nucleo é 1,4 = |F;a| = |75 — Ral; a distancia entre o i-ésimo e o



j-ésimo elétron é r;; = |r; — 7|, e a distancia entre o A-ésimo e o B-ésimo nticleo é

Rap = |Ra — Rp|.

i,j= eldtzone
= nieleos

I

Figura 2.1: Um sistema de coordenadas moleculares onde i,j representam elétrons e A,B nicleos.

Agora podemos, portanto, escrever o hamiltoniano nesta nova notagao como:

N h2v2 M h2 2 1 N M 7 2
H=oy VIS BVA L sy 2ac
o 2me 4D 2Ma Ameo [T AT Tia
1 NN 62 1 MM ZAZBG
PI) D D P D (2:3)

4dmeq

O primeiro termo da equagao (2.3) é o operador para a energia cinética dos elétrons;
o segundo termo é o operador para a energia cinética dos ntcleos; o terceiro termo
representa a atracao coulombiana entre elétrons e nicleos; o quarto e o quinto representam

a repulsao coulombiana entre elétrons e entre nicleos respectivamente.

2.2 Unidades Atomicas

As unidades usadas nesta dissertagao sao conhecidas como unidades atomicas. Veremos
agora como estas unidades aparecem naturalmente da equagao de Schrodinger (2.3)
onde identificamos A com a constante de Planck dividida por 27 e e é a carga do

elétron:
G IVE SR DPVE

"Xt

H=-

= 2me



Fazendo uma mudanca de varidvel da forma z,v, z — Az, \y’, Az obtemos:

. N h2v;2 M hQV:q 2

1
H =— —
; 2me\? AZ:l 2M 4 \? 47re A

R/
=1"13A i=1j>i Tij A=1B>A AB

ZaZs |, 5

Da equacao de autovalores temos que, H® = E® = H ® = E® com isso obtemos:

‘o NtV L
H® :(—ZQMAV)@JF

M 329’2 2 N M N N M M
h V e ZA 1 ZAZB
-2 5 PID Dt D I D ¢ = B
[ i=1 2me>‘2 AmeoA ( i=1A=1"iA =155 A=1B>A Ryp
Fazendo: h2 e2 A= 477:0;2
= = &4 = €
meA2  Ameg) ¢ A, = h2
e de posse destas relacoes obtemos:
N 2172 N N
h VA 1 ZAZB / E / /!
-2 Z S Z Z ~+ Z Z =—®=E%
AT 2MaNe, I 2 i—1 A=1 ria i=1j>i 'ij  A=1B>A Ryp €a

E finalmente escreveremos o operador hamiltoniano em unidades atomicas como:

M ,Z N 1 N M ZA N N 1 M M ZAZB
EPIE P IE AP DD DR D B Db D DY B (2.6)
A=1 i=1 i=1 A=1"iA i=1 j>i 1] A=1B>A AB
onde E — L M = MA‘
€4 Me

A solucao desta equacao para o estado fundamental do atomo de hidrogénio
leva a uma energia £ = —0.5u.a = —0.5Hartrees. A tabela 2.1 descreve os fatores
de conversao Y entre unidades atomicas(u.a) e unidades SI, sendo que o valor SI de

qualquer quantidades @ é dada pelos valores em @ por:

!

R=YQ (2.7)



Tabela 2.1 Conversao de unidades atomicas para unidades SI.

Quantidades Fisica Fator de conversao Y Valor de Y (SI)
Comprimento ao 5.2918 x 10~ m
Massa Me 9.1095 x 1073kg
Carga e 1.6022 x 10~1°C
Energia Eq 4.3598 x 107187
Momento Angular h 1.0546 x 10734 Js
Momento de Dipolo Elétrico eay 8.4784 x 10~3%m
Polarizagao Elétrica eade,! 1.6488 x 10~ C?*m?J !
Campo Elétrico gq€ tag? 5.1423 x 107 "1Vm™!
Fungao de Onda ag*? 2.5978 x 10719m=3/2

Apartir de agora, usaremos unidades atomicas e o indice () serd omitido por

simplicidade de notacao .

2.3 A aproximacao de Born-Oppenheimer

Importantes aproximagoes devem ser feitas no Operador Hamiltoniano (2.6), pois para
um nuimero relativamente pequeno de nicleos e elétrons nao conseguimos resolver esta
equacao , mesmo com a aproximagcao da secao anterior. O primeiro passo consiste em
separar os graus de liberdade dos nicleo daqueles dos elétrons. Esta aproximagao é
conhecida como aproximacao de Born-Oppenheimer. Abaixo faremos uma discusao
da aproximagao .

Sabemos que os ntcleos dos atomos sao muito mais pesados que os elétrons
(a massa de um proton ou neutron é cerca de 1836.15 vezes maior que a massa
do elétron), logo, dentro de uma esstutura estes se movem mais lentamente que
os elétrons. Portanto, uma boa aproximacgao é considerar os elétrons movendo-se
no campo dos nucleos fixos. Com esta aproximacao a energia cinética dos nicleos

na Eq.(2.6) pode ser negligenciada e o termo de repulsao entre os nicleos pode ser

10



considerado como sendo constante.
O hamiltoniano resultante (hamiltoniano eletronico) descreve o movimento de

N elétrons no campo de M cargas puntuais.

N N
1
elet E v2 E E T E E - (28)
i=1 A=1 "4A =1 j>1 Tij

A solugao para a equagao de Schrodinger envolvendo a Hamiltoniana eletronica,

Heletq)elet = Eeletq)elet (29)
¢ a funcao de onda, Dot = Peter ({73 }5 {I“?A}) (2.10)

que descreve o movimento dos elétrons e depende explicitamente das coordenadas
eletronicas e parametricamente das coordenadas nucleares, assim, a energia eletronica
é

Eelet = Eelet({éA}) (211)

Pela dependéncia paramétrica vemos que para diferentes posicoes dos niicleos
®.; serd uma diferente funcao dessas coordenadas. As coordenadas nucleares nao
aparecem explicitamente em ®..;. A energia total para uma configuracao fixa dos

nucleos deve também incluir um termo de repulsao nuclear,

Y
ETot — elet + Z Z 1;; &
A=1B>A ‘'AB

(2.12)

As Equacoes (2.8) a (2.12) constituem o problema eletronico.

Para descrevermos o movimento nuclear reescrevemos o hamiltoniano completo:

o= 5 g+ (3w o3 Ay sis Ly Sh5 2

i=1 i=1 A= 1Tz i=1j>1 A=1B>A

ZaZp

M 133 MM Z4Zy
Houer = Z WE Eeet {RA} + Z Z R
A=1 A A=1B>A ''AB

11



M D2

P -
Hyuel = Z 2]\?6 + ETot({RA}) (213)
A=1 A

A energia total Er,({Ra}) fornece um potencial para o movimento nuclear. Esta
funcao define uma superficie de energia potencial como mostrada esquematicamente
na Fig. (2.2). Vamos supor em nossos célculos que os niicleos movem-se em uma

superficie de energia potencial obtida pela solu¢ao do problema eletronico.

ER,}

{R.}

Figura 2.2: Tlustragdo esquemadtica de uma superficie de potencial.

Este serd o ponto de partida para nossa descricao da dinamica dos ntcleos, que sera

descrita no capitulo 5.

12



Capitulo 3

O Movimento Eletronico

Hartree-Fock

Com base na aproximacao de Born-Oppenheimer escrevemos a equacao de

Schrodinger eletronica, [8] [9] [10] [21]

Helet ‘Ilelet =

N N 1

—;;W ZZ +ZZ Veier = Buet({Ba})Vaa({F, Ra}),  (3.1)

i—1 A=1 TiA i=1 j>1 Tij

da qual nao sabemos obter as solugoes exatas, devido as muitas interacoes eletronicas.

Recorremos entao a uma solucao aproximada para este sistema de muitos
elétrons. Assumimos que cada elétron é descrito por uma fungao de onda (de um
elétron) e esta se estende por toda molécula; esta funcao é usualmente chamada de

orbital molecular (O.M) denotado por ¢!,

Spél = (pi(x#’y/l’zﬂ) (32)

onde p designa um certo elétron com coordenadas z*, y*, 2" e o indice ¢ designa os

varios orbitais moleculares.

13



Em adicao as coordenadas espaciais a funcao de onda de um elétron contém
também as coordenadas de spin do referido elétron. A func¢ao assim construida é entao

chamada de spin-orbital molecular que denotaremos por v,

wll: = on(mu7 y", Zﬂ)”(‘s’u) (33)

onde n(S*) = {ZZI ,e o indice k designa os diferentes spins orbitais moleculares.

A fungao de onda eletronica total para uma molécula com n elétrons é entao
construida como um produto anti-simétrico dos spins orbitais moleculares (S.0.M)
de forma a satisfazer o principio de Exclusao de Pauli que é assegurado por um

determinante de Slater:

$(1,2,...,N) = (N)~/2 (3.4)

1i(N) ¢a(N) - Py (N)

Em resumo, substituimos nosso problema original que consistia em determinar uma
funcao de N elétrons, pelo problema de determinar N fungoes de um elétron.

Uma propriedade importante desta funcao de onda é que todos os S.O.M.
devem ser linearmente independentes (1.i.), pois caso contrario o determinante seria
identicamente nulo, ou seja, nao podemos ter dois S.O.M. iguais.

E conveniente escrevermos os S.0.M.’s na forma de um vetor linha.

U = (Y1,02,93, ..., UN,) (3.5)

Se submetermos os S.0.M.’s a uma transformacao linear, o novo conjunto que denotaremos

por {¢'} serd dado por
U= WAy (3.6)
)

. ! , . ~ .
ou sob a forma de matriz, ¥ = WA | onde A é uma matriz N x N nao singular, o

14



determinante de Slater formado pelo {¢;} de fungdes dado por ¢ serd
¢ =¢ det(A) (3.7)

Desde que assumimos os S.0.M.’s {1;} como sendo l.i., podemos sempre escolher uma
matriz de transformagao A tal que os {¢} formem um conjunto ortogonal. Podemos

entao assumir que,

[ viindr =5, (3.8)

onde d7 é um elemento de volume que inclui o spin.

Segue-se que num dado determinante de Slater os S.O.M. sao determinados,
a menos de uma transformacgao unitaria entre eles, isto porque a ortogonalidade dos
S.0.M. é preservada se e somente se a transformacgao é unitaria. Logo a modificacao
ocorrida no determinante de Slater devido a uma transformacgao unitaria nos S.O.M.,
dada pela eq. (3.7), reduz-se a uma multiplicacao por um fator de fase, uma vez que
o determinante de uma matriz unitaria é um ntmero de modulo 1. Quando formos
minimizar a energia faremos uso da liberdade de escolha dos S.O.M..

Impondo que a fungdo de onda da eq. (3.4) seja normalizada (p|¢p) = 1,
calculamos o valor esperado do Hamiltoniano eletronico para esta funcao de onda

<¢|Helet|¢> (39)

N1 1
onde, Heer = Z h(i) + B > (3.10)

ij Tij

No segundo somatério, 3-; ;" a linha indica que o termo ¢ = j deve ser excluido. Temos
ortanto que M
p q 74

h(i) = 5V =

A=1 TiA

(3.11)

onde Z4 é o nimero atomico do dtomo A. Fazendo ¢(i,j) = 1% podemos reescrever
ij

(3.9) como:
(6 Huael6) = (6] " h()I6) + 5461 S0, 7)16) (3.12)
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agora para calcular cada termo escreveremos por simplicidade:
(1) = (o] 22; h(i)|)
(i) = %<¢| i '9(i,7)|9)-
Vamos inicialmente calcular a integral (7). A fungdo de onda ¢ pode ser

reescrita como,

N
O, T2y nn) = MY Captaler)s(es)... Yylen) (3.13)

a,B,....,n=1

onde M = \/%' e o indice de Levi-Civita, €4, , ¢ definido da seguinte forma:

77777

0 , se houver indice repetidos;
€a,8,..m = 4 +1,se os indices estiverem na ordem natural ou permutagao ciclica;

—1,se os indices nao estiverem na ordem ciclica.

Entao temos, (i) = (¢| >; h(i)|o) =

— %i<@/}1($1)¢2($2) . Un(TN) Z h(t) BZ ) Eaf..nla(T1)s(T2) . . .@Z)n(xN)>
@) =33 capn(r(@)va(@s) ... n(@n) | WD) al@)¥s(x2) . ..t (xs) ... y(an))

i af..n

Sabemos portanto que o operador h(i) atua somente sobre o spin-orbital que tem
como argumento as variaveis do elétron ¢, ou seja v, (z;), e ndo atua sobre os demais,

assim obtemos,

(i) = Z ; Eap..n{V1(T1)[Va 1)) (Pa(22) [Y05(22)) - .-
(i) R () |1y (1)) - - (on(an) [P (zn)) =
= Z Z Eaf..n01a025 - - (Vi(x:) |h(3)| Yy (2:)) ... Iy

i aB.n
(i) = 222 1oy (i) [A(6) |45 ()

O tnico valor para v que nao anulara o simbolo de Levi-Civita é v = i e neste caso
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= (01X h0)I6) = Y (ledlh(@)lin(e)) = Yllh@le)  (314)

7

Agora vamos calcular: (i7) = %(qﬂ i, 9)|e) =

N

S eoptiale)s(za) -wn<asN>>

a,B,...,n=1

1N

2 NI <¢1 (331)%(232) wN(iL'N)

>_"9(i,j)

a Z Z Eaﬁ...’y...a...néla(SZﬁ W’z(%)%(%)|9(%])|¢7(%)¢a(%)> s 5N77

ij  aB..n
D300 DTN TS HN e L) TN TR e)

Analisaremos agora as possibilidades para 7y e ¢, os tnicos indices ainda nao utilizados

sao i e j, logo poderemos escolher v =i e o = j ouy = j e o =i. Na primeira escolha

integral sera entao:

= ;Z’K%(flfﬁ)%(%)Ig(ivj)lwi(%)%(%» — (i), (w5)|g (i, )5 (i) i) }

(i) ¢|Z 9, 5)|6) = Z{ Dislglibs) = (bitslglsda) } (3.15)
Agora substituindo (3.14) e (3.15) em (3.12) obtemos:
1
(G| Haterl @) = D (il hli) + 5 2 _{(Wudslaldiy) — (budslglyn} (3.16)

Aqui j& ndo é nescessario o uso de ¥’ para a segunda soma pois o termo i = j d4 uma
contribuicao nula. A primeira integral no segundo somatério é chamada de integral
de Coulomb e a segunda, integral de troca.

Tendo em mente a equagao (3.16) vamos considerar um caso particular de um
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sistema com estrutura de ”camada fechada” (Closed-Shell System). Um sistema
deste tipo sera razoavelmente bem descrito por um determinante de Slater. Neste
sistema, todo o O.M. serd ocupado por dois elétrons; ou seja, um elétron com spin
a(T) e outro com spin 3(]).

A maioria das moléculas no seu estado fundamental apresenta uma estrutura
de camada fechada e a funcao de onda é dada por um determinante de Slater com
todo o O.M. ocupado por dois elétrons, assim teremos uma boa aproximacao a fungao
de onda exata.

Para uma estrutura de camada fechada os S.O.M sao dados por
Poic1 = i ; Vo = i3 (3.17)

Isto é, 0 O.M. ¢; aparece com o spin a no S.O.M. 15; 1 e com spin 3 no S.O.M.
;. Logo o O.M. ¢; é duplamente ocupado; o mesmo deve ocorrer com todos os O.M.
utilizados.

Tendo que o O.M. sera duplamente ocupado, a molécula devera ter um nimero
par de elétrons, por exemplo 2n elétrons, e deveremos ter n O.M. para descreve-la.

Escrevemos agora a equagao (3.16) para um sistema de camada fechada, analisando
cada termo separadamente. Em primeiro lugar o termo que envolve a integragao sobre

as coordenadas de um tnico elétron.

2n

> _(Wilhlii)

i=1

Como todo O.M. é ocupado, o conjunto de S.O.M. sera entao formado por pares de

funcoes do tipo
Yr=p1a e Pp=p1f

Y3=pra e Py=pif

Para os dois primeiros termos de soma acima:

(@alhlibr) + (Walhlv2) = (er(Da(D) [l (Da(1)) + (1(2)B(2) Al (2)5(2))
= (pr(D]hler () {a(D]a(D)) + (p1(2) [l (2))(3(2)5(2))
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Como h s atua sobre as coordenadas espaciais e nao sobre as coordenadas de
spin e o comportamento de (a(1)|a(1l)) = daa = 1 € (5(2)|8(2)) = dgg = 1 ¢ do tipo

funcao delta, teremos entao

(1] hlhr) + (ol hltha) = (p1(1)]Alp1(1)) + (L1(2)[Rlp1(2)) = 2(p1|h[p1)  (3.18)

Podemos estender o resultado aos S.O.M. 15 e ¥4 e assim por diante, generalisando

2n

S (ulhls) = 2zi<%|h|soi> (3.19)

=1

Observe que houve uma mudanga de 2n para n no somatorio.

Analisando a integral de Coulomb, envolvendo dois elétrons, concluimos que

(D1l glbndn) + (Dia|glibiide) + (el glibatn) + (Patba|glibatpe) =

= (prapralglprapia) + (prapBlgleiap B)+

(prBp1algleiBera) + (e18¢18]gl018018) =

= (pre1lglerp)(ala)(ala) + (prp1lgleien) (ala)(B]6)+
(pre1lgleren) (BIB) (ala) + (pre1lgleien) (BIB)(B]B) = 4erelgleier)

Generalisando,

1 2n n
3 Z<¢i¢j’gwi¢j> =2 Z(%%’g’%@ﬁ (3.20)
2]

l?]

A segunda integral no segundo somatério em (3.16), a de troca, fornecera um

resultado um pouco diferente devido ao fato da ordem dos indices estarem trocados.

(1] glndn) + (V1te|glathn) + (Yarhr|glirnda) + (Vathe|glihethe) =
= (prp1lglprpn) (ala)(ala) + (prealglerer) (@l B) (Bla)+
(pro1lgleren) (Bla)(alB) + (wie1lglerpn) (BIB)(BI6B) = 2{p1p1lglpier)

Neste caso o fator multiplicativo é 2 e ndo 4 como no caso anterior, generalizando

1 2n n
3 ZWWHQWWQ = Z(%%M%%) (3.21)
,] 2¥)
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Agora podemos reescrever (3.9) como,
(8| Heatl$) = 23 (pilhloi) + D [200i0519leips) — (wislalesen)] (3.22)
i=1 i

A equacao (3.22) é a expressao para a energia que serd minimizada em relagao

aos orbitais {y;}. Vamos reescrevé-la sob a forma

(0| Herer ) = 2 h(i) + D (2]y — Kyy) (3.23)
i=1 o
onde
h = bt = h(i) = / o hidy (3.24)
Jij=Ju=J5=J;;= / & (M)%(?%(M)%(mdv“dvy (3.25)
1%

Kiy=Ku=K;=K

. / o} (u)sozf(i)%(u)%@) db (3.26)

Definimos também o operador de Coulomb J; e o de troca K; da seguinte forma

- l / WW’] ;1) (3.27)

mwmmnzvmmﬁﬁwwﬂ%w (3.29)

Os operadores sao lineares e hermitianos, o operador J; é a energia potencial
devido a uma carga eletronica distribuida no espago com densidade |¢;]*; K; no
entanto nao tem analogo classico. Entao, podemos expressar as integrais de Coulomb

e de Troca como,

Jij = / o5 () J; ()i (p)dvt = / @5 () Ji(p) oz (p)dr (3.29)

Ky = [ eI e = [ &Ko (ndv (3.30)
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Devemos agora encontrar os melhores {¢;}, minimizando a equagao
E=2> hi+> (2J; — Kjj) (3.31)
i i

Se cada orbital ¢; for submetido a uma variagao ¢; — ¢; + dp; a variagdo na

energia sera:

F =2 Z Shi +> (20035 — 6K;;) (3.32)

2%

Vamos considerar apenas variacoes em primeira ordem na energia,
OF = 22/ dor )V hpdv + Z [/ i) (2J; — Kj)pidv + /(690;)(2%- - Ki)%-du} +

22/90;% 55:) dv+z {/goz K;)(8¢;) dV—i—/ng (2J; — K)(&pj)du}

Apoés a soma sobre 7 e j as duas expressoes entre cochetes forneceram o mesmo

resultado. Fazendo uso da hermiticidades de h, J; e K; podemos escrever

5E_2Z/5% {h+z }%dw
2 Z /((590i){h* + %j(zj;f - K;)}go;"du (3.33)

Neste ponto devemos impor que a variacao de d¢; sobre os orbitais seja tal que os

novos orbitais (obtidos apés a variagdo ) permanegam ortogonais.

/ Pipidy = by

/(5%)90]611/ +/ dpj)pidv =0 (3.34)

A condicao , nescessaria mas nao suficiente, para que E seja minimo, fornece
JE = 0 para qualquer escolha dos d¢;’s obedecendo as restrigoes (3.34). A técnica
matematica padrao utilizada para resolver o problema é chamada método dos multipli-

cadores de Lagrange. Este método consiste em multiplicar cada uma das eq. (3.34)
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por um fator, a ser determinado posteriormente, chamado multiplicador de Lagrange,
e adiciona-se todas estas equacoes a dF, para dar, digamos §E". Logo o problema
de encontrar as condigoes para 6 = 0 para qualquer escolha dos d¢;’s, compativel
com (3.34), agora torna-se o problema de encontrar as condicoes para 0E = 0 para
qualquer escolha dos d¢p;’s, sem restricoes , e a0 mesmo tempo obter os valores dos
multiplicadores de Lagrange. Multiplicando (3.34) por —2¢j; (multiplicadores de

Lagrange) e somando as equagoes resultantes temos:
—2253-,-/ 5o} )p dy — 22532/ §p;)pidy =0
1,J

Reescrevendo esta equagao na forma

—2 Z 532/ 37 )pidy — 2 Zsﬂ/ dp;)pidy =0 (3.35)
Adicionando (3.35) a (3.33) obtemos
SE _22/5% {h+z K)|ei Z%sﬂ}dw
22/((59@){ [h* + Z(QJ; — K;)]gpf — Zgo;si]}dl/ (3.36)
i j j
As condicoes para §E = 0 sdo agora dadas por
lh + Z (2J; — ] Z V€ i (3.37)
[h* + Z(2J* K ] Z ©}Eij (3.38)
j
Tomando o complexo conjugado de (3.38) e subtraindo de (3.37), temos
zj: pi(eji —eij) =0

Como o conjunto de fungoes ¢; sao linearmente independentes tem-se que,

Ejj = &E;- .
i = el 3.39
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ou seja, a matriz formada pelos multiplicadores de Lagrange é hermitiana.
Definimos o operador de integracao eletronica total G e o operador hamiltoniano

de Hartree-Fock F' por

G = Z(zJj - Kj), (3.40)

J

F=h+G. (3.41)

As equagdes que os p;'s devem satisfazer, equagoes (3.37) e (3.38), podem ser

reescritas na forma
Fo;= Z Vi€ jis (3.42)
J

ou, na notagao matricial,

Fd = e, (3.43)

Vamos agora submeter o conjunto de O.M. ® a uma transformagao unitaria.
Esta preserva a ortonormalidade dos orbitais e nao altera o determinante de Slater,

dando um novo conjunto ® de orbitais:
P = U (3.44)
UlU=U0U"=1 (3.45)
onde I é a matriz unitaria.

Multiplicando (3.43) & direita por U e usando a relagao (3.45) teremos

F(QU) = »(UUNeU
Fo =o' UteU

23



Defininindo a matriz transformada £ = UfeU teremos

! o

Fd =d'c (3.46)

Notamos que na eq. (3.46) a matriz F' aparece sem ”linha” o que significa que
os elementos desta matriz foram calculados com a base original {¢;}. Como relacionar

estes a aqueles na base {gog} Os orbitais QD; vao aparecer sempre em par da forma,
Z @i o (3.47)

Se usarmos (3.44) podemos reescrever a soma acima em termos dos orbitais

originais.

PICAIEDD ; @k > Uil
J

= D¢ ko = Doy,
Jk J
entao desta igualdade vemos que
Sr=YJ e Y K=K, (3.48)
consequentemente

G=G e F=F (3.49)

Podemos entao reescrever (3.43) como

/ / o

Fo = (3.50)

Isto significa que as equacdes satisfeitas pelos melhores ¢; 's tem exatamente
a mesma forma da equacao satisfeita pelos melhores ; ’s.

Isto ja era esperado pois a menos de um fator de fase, os dois conjuntos do
O.M. dao origem ao mesmo determinante de Slater.

Uma vez que a matriz € é hermitiana existe uma matriz unitaria U tal que
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¢ = U'eU é uma matriz diagonal.
Podemos desta forma assumir sem perda de generalidade que os melhores O.M.

satisfazem as equagoes

Fo, =eip; (3.51)

O conjunto de equagoes , uma para cada O.M., que asseguram o melhor
determinante de Slater sao todas autofuncoes do mesmo operador hermitiano F', que
por sua vez é definido em termos destes O.M. Este conjunto de equagoes é conhecida
como equacoes de Fock.

A equagao (3.51) é um problema de autovalor para o operador hermitiano F.

Algumas propriedades de um operador hermitiano importantes para nés sao:

e seus autovalores sao reais;

e autofuncoes pertencentes a diferentes autovalores sao ortogonais.

Os n autovalores mais baixos de F', os Ej;, e as correspondentes autofuncgoes
p; fornecerao uma descricao do estado fundamental do sistema. As demais serao
apropriadas para descri¢ao de estados excitados.

O procedimento geral utilizado para resolver as equagoes (3.51) é o seguinte:

Assume-se um conjunto inicial dos ¢;'s. Guiado pela minimizacao da energia
dado pela equagao (3.51) um novo conjunto dos ¢;’s é encontrado e o procedimento é
repetido até que os ¢;'s utilizados no inicio do processo e aqueles obtidos da resolugao

das equacgoes de Fock concordem dentro de uma margem de erro.
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Capitulo 4

O Procedimento LCAO (Linear

Combination of Atomic Orbitals)

Para atomos o problema de se resolver as equacoes de Fock é bastante simplificado
devido a simetria esférica. No caso de moléculas, o problema torna-se mais complexo
pois nao tem-se a simetria anterior. Neste caso, os célculos de estrutura eletronica sao
baseados na aproximagao em que os orbitais moleculares sao escritos como combinagoes

lineares de orbitais atomicos, [6] isto é,
i =D XuChi (4.1)
pn=1

onde os x,’s representam os orbitais atomicos escolhidos e os C);'s representam os
coeficientes da expansao do orbital molecular ;. Os orbitais atomicos podem ser

ortogonais em casos particulares
*
/XMXVdV =1, (42)
mas no caso geral nao serao ortogonais, isto é,

/X;XVdV = Suw- (4.3)

Os elementos S, formam uma matriz chamada matriz de superposicao (”overlap”).
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Usando a linguagem matricial

X = (X1, X25 -, Xn)

Cl’i C(11 C’12 C’1n

Co; Cy1 Cyy -+ Oy,
o I L

L sz ] L le Cm2 Cmn ]

de modo que reescreveremos (4.1) sob a forma:
¢i = xC; (4.4)
e também

d = xC. (4.5)

Se utilizarmos a equagao (4.4), estaremos nos referindo ao caso de um tnico
O.M. y;, enquanto que se utilizarmos a equacao (4.5) estaremos envolvedo o conjunto
de todos os O.M. O primeiro indice em C,; designa o O.A., enquanto p, o segundo

indice, designa o O.M. 7. Para evitar confusao usaremos a convencao :

gkl i designam — O.M.

Ly Uy Ay Ty e designam  O.A.

Notemos que o ntumero total de O.M. é n enquanto que o ntumero total de
0O.A. é m. Como temos que contruir n O.M. linearmente independentes de m O.A.,
devemos entao ter m > n.

Temos agora que determinar os melhores O.M. para um dado conjunto de O.A.
pre-definidos. Isto é, devemos encontrar os coeficientes C,; em (4.1) de forma que a
energia alcance um minimo que esperamos ser absoluto.

Definiremos para todo operador de um elétron ,M, os correspondentes elementos

de matriz M,; calculados com o conjunto de O.A. {x} e a matriz M que é formada
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por estes elementos

M,; = /XZMx,,du e

Mll M12 Mln

M _ M21 M22 M2n
L Mml Mm2 e an ]

Se o operador M ¢é hermitiano ¢ facil mostrar que a matriz M ¢é também
hermitiana, isto é, My, = My, ou M* = M. Correspondentemente para os operadores
(hermitianos) H,J;, K;,G e F nds teremos matrizes hermitianas H, J;, K;,G e F.

Assim podemos escrever, por exemplo, a integral h; na base dos O.A. como
h; = /w:h%du = / (Z XMC’,“) h (Z Xqu‘> dv
" v
= CiCus [ Xihxudy = 3 CiuColy
nv v
7%

onde

hyw = /X;hx,,du
De forma analoga

Jij = /SDfSO;szlﬁpi%dVlde

= Z C;iC:jCAiCoj/X;X;TﬁlX/\XadeVQ

VA0

Jij: Z C;iC:jC)\iCoj<NV’)\U> (47)

VA0

No caso da integral de troca K;; teremos

Kij: Z CZiC:jC/\iCaj<MV|U)\> (48)

KV A0
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E para a integral de ortonormalidade

/90:9010{” = / (2#: Cm‘Xu>* (Zy: Cz/qu) dv

= ZCZiCI/J’ /X:X,,dy
[78 2%

- Z C’;iSWC',,j - 6ij (49)
v

Podemos escrever (4.6) e (4.9) na nota¢ao matricial,

h; = CIhC;
CiSc; = o,

Podemos também escrever (4.7) e (4.8), sob a forma matricial, notando que

ng = /QOZ(J]()OldV = ZC;z (/ X;J]XVdV> Cyi
w,v

Vamos agora voltar ao problema de determinar o minimo da energia. Neste
ponto, no entanto, a variacao sera sobre os vetores C;, variando-os por quantidades

infinitesimais 0C;,

5E_225h + > (2005 — 6Ky5)

i,J

—2250Thc+z[5(ﬂ )(2J; — K;)C; + (6C1)(2J; — Kj)C5| +

QZCTh 3C;) + Z CH2Ji = K))(6C) + Cl(2J: — K;)(6C}))

Tal como antes pode-se simplificar a expressao acima e reescrevé-la como

0E =2 Z((scj){h + 30205 = KjYCi+ 23 (0CTH{n* + 30275 — KOy
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Definindo a matriz de Hartree-Fock-Hoothaan como

F=h+>(2J; - K;)
J

entao teremos

§E =23 (CHFC; + 23 (5CHF*C;
como no caso anterior a variagao nos vetores C; esta sujeita ao vinculo da ortogonalidade
CiSc; = o,

(6CHSC; + CIS(6C;) =0

ou
(5CHSCy + (5CT)S*6C; = 0

Como anteriormente introduzimos os multiplicadores de Lagrange —2¢j; na

equacao anterior e somando sobre ¢ e j teremos

i,j 4,J

—237(6CH)SCiej — 23 (5CT)S*Creij = 0
i,j 1,5

Adicionando esta expressao a equacao para dE obtemos,

SE =23 (0CH[FC; =" SCjesi] + 23 (5CH)[F*Cr = 3" 5" Creyy
% 7 7 7

Fazendo 0 E’ = 0 teremos

FCz = Z SCj&ji
J

J
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Como anteriormente os €;;'s sao elementos de uma matriz hermitiana e as duas
equacoes acima sao totalmente equivalentes.
Podemos assumir que € é uma matriz diagonal com elementos diagonais reais

FE;, assim podemos reescrever a primeira das equacoes anteriores como

Este conjunto de equacoes satisfeitas pelos melhores C;'s, sdo as equacoes
de Hartree-Fock-Roothann. Existem n equagoes deste tipo, uma para cada orbital
molecular. A soluc¢do de cada uma delas fornecera o conjunto de coeficientes (vetor
coluna C;) de cada orbital molecular na base dos orbitais atémicos (x) juntamente
com a energia (g;) associada a cada um dos orbitais moleculares.

Se juntarmos todos os vetores coluna C; numa matriz C' e as energias ¢; numa

matriz diagonal €, podemos agrupar todas equagoes do tipo (4.10) numa tnica equagao

Y

FC = SCe (4.11)

onde

eg 0 -+ 0

052 -0
C=|0C 0, C, €=

00 --- E,
A equagao (4.11) pode ser escrita como,

(F—eS)C=0 (4.12)

Que é uma generalizagdo da equac@o de autovalor da matriz hermitiana F' (quando
S = I) a equagao anterior reduz-se a uma equagao de autovalores usual. Neste caso é

possivel mostrar que os autovalores das equagoes (4.10) sao raizes da equacao secular
det(F —eS) =0 (4.13)
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Esta equacao é sempre de grau m em € e F' e S sao matrizes m x m e todas suas
raizes sao reais.

Pode-se mostrar também que autovalores pertencentes a autovalores diferentes
sao mutualmente ortogonais.

Em se tratando do estado fundamental devemos escolher as n solucoes &;, C;
para ¢ = 1,2, ...,n correspondentes aos autovalores €; mais baixos.

As solucgoes restantes ¢;, C; para i = n + 1,n + 2,...,m serdo tteis no estudo
dos estados excitados.

A dificuldade que temos no processo de solugao do conjunto das equagoes (4.10),
as equacoes de Hartree-Fock-Rootann, é semelhante aquela encontrada quando nos
deparamos com as equagoes de Fock (3.51). Isto é, para resolvermos as equagoes
(4.10) precisamos conhecer a matriz F' e para “construir” os elementos desta matriz
necessitamos dos coeficientes C; que sao as solugoes de (4.10).

Para tornar mais claro este ponto vamos escrever um elemento qualquer de F,

digamos F;

L, €m termos dos coeficientes C,; (veja equacao 4.1).

A matriz F foi definida anteriormente como

F=h+ Z(zjj — K;) (4.14)

J

O elemento pv da matriz h é
b = [ Xihxudv = (ulhlv) (4.15)

O elemento pv da matriz J; é

* * % 1
(Jj)MV = /Xy(l)Jj(l)XV(]-)dyl = /Xﬂ@pjmsijVdVldVQ

* * * 1 *
(i) = Z C3Co;i /XMX,\mXoXudVldW = Z C3Coi (uAlov) (4.16)
Ao Ao
onde usamos a notacao

* * 1
(uA|ov) = /XuX,\mXaXudVldVQ
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Finalmente o elemento pv da matriz K; é

* * sk 1
(K = [ WK xdn = [ s xiedindve

* * %k 1 *
() = Y C3;Co; /XMX)\TDXVXUdyldVQ = C5,Csi(pA|vo) (4.17)
Ao Ao
Logo,
Fyw = by + Z[2<Jj)uv — (K) (4.18)
j
ou
. 1
Fiow = {lhly) + 32 3°2C5,Cosl{Alov) — 5 Ao
Ao J
1
Fu = (ulhlv) + > Pao[{pAlov) — 5 (uAlvo)] (4.19)
Ao
Onde

J

Portanto para calcularmos os elementos de matriz F},, precisamos das integrais
de um elétron, (u|h|v), das integrais de dois eletrons,(uA|ov), e dos coeficientes C);,
que no entanto nao podem ser conhecidos a priori e é exatamente devido a presenca
deles que temos que adotar um processo interativo na solugao das equacgoes (4.10) para
determinar os novos coeficientes. Estes sao comparados com os coeficientes de partida
e caso eles nao sejam iguais, dentro de uma margem de erro, o processo é repetido
usando agora como coeficientes de partida aqueles obtidos da solucao da equagao
(4.10). Repete-se este procedimento até que o conjunto de coeficientes usados para
construir F' coincida com os coeficintes obtidos no passo anterior, dentro de uma faixa
de erro preestabelecida. Quando isto acontece dizemos que o processo convergiu e que

as solugdes ¢;, C; da equagao (4.10) fornecem uma energia minima.

33



Este procedimento interativo pode ser esquematizado como:

Calculo das integrais (u|v),{(u|h|v),(uX|ov) e (uA|vo)

l
Calculo inicial dos F),,
!
Resolugao de (F —eS)C' =0

|

Calculo dos P,
! Calculo dos novos F),,
| T

Célculo de AP, = Pit = P!, | ——— |se|APy,|>0

l

se | AP,| <0
l

convergéencia

i — N° de interacoes .

0 — critério de convergencia.
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Capitulo 5

Solucao Classica do Problema

Nuclear - Dinamica

Neste capitulo vamos descrever uma solucao classica para a dinamica do problema
nuclear. E neste sentido que temos uma dinamica molecular semi-quantica, pois a
parte eletronica é quantica e a parte nuclear é classica. Com este método esperamos
estudar a dinamica dos ntuicleos e encontrar os modos normais de vibracao de algumas
moléculas simples. [7] [11] [12] [13] [14][5]

Em principio consideremos a equagao (2.13) que é o hamiltoniano nuclear
que descreve o movimento dos ntcleos no campo médio dos elétrons como uma

hamiltoniana puramente cldssica, calculando Hyyep = (Peje| H|Peie), € Obtemos

M B2 .
Hyyel = — Z 2]\26 + ETot({RA}) (51)
A=1 A

Com isso, ao invés de operadores de momento e posicao temos momento e

posicao canonicos, logo podemos usar as Equacoes de Hamiltom descritas por:

. dP OH e s dRs,  OH,..
p A n 1 . Ry = A _ n !

— = 5.2
A dt OR A dt 0P, (5:2)
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Substituindo a equagdo (5.1) em (5.2) obtemos

— ﬁA
A Ma (5.3)
]3'A _ _aETot(jRA}> (5.4)
OR 4
Sabemos da equagao (2.12) que,
. VA
Fra{Ra)) = Fau () + 30 3 2020 (5.5)

A=1 B>A Rag

Identificamos o operador 0/ 8§A v/ 4 € com este obtemos da equagao (5.4),

ﬁA = -V, (Eelet({éA})) ~Va (f: Z]%ZBB>

B>A

Ragp

T 5.6
Ry >0

Py=-V, (Eelet({éA})) + f: ZaZB

B>A

Vamos considerar agora o gradiente da energia eletronica na equagao (5.6). A
energia eletronica ¢é justamente a energia Hartree-Fock que é dada pela equagao (3.22)

ou seja
aaﬂh}—QEZ%WW0+ZX%%%MWWJ—@MMM%%H (5.7)
=1 1,]

Usando o procedimento LCAO como foi mostrado no capitulo anterior, podemos

escrever na notacao matricial que,
p = CTx, (5.8)

Assim podemos reescrever a energia eletronica como,

N
Eoer = 2 Z (m|h|n) Dy, + Z (mn|rs)(2Dm, Dy s — Dpw D s) (5.9)

m,n=1 m,n,r,s=1

onde D é a matriz densidade definida por ,D = CCT, e ,(mn|rs) = (XmXn|1l/T12|XrXs)-
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Um ponto importante sobre a matriz densidade é que o gradiente desta deve ser
zero,ﬁ 4(D) = 0, pois a integral em todo espago da densidade de carga é 1, como foi
mostrado por Feynman(1939). No entanto, temos de requerer na equacgao (5.9) que os
O.M.’s sejam ortonormais. P. Pulay(1969) mostra que este requerimento é equivalente

a requerer que D seja indempotente:

DSD = D, (5.10)

onde S é a matriz de "overlap”, S,,, = (m|n). A equacao (5.9) deve ser diferenciada
com a condicao de que D seja indempotente, onde isto é o mesmo que dizer que
\Y 4(D) # 0 e contribua no gradiente da energia. Tirando o gradiente da equagao

(5.10) obtemos:

VA(DSD) = [V4(D)]SD + DIV A(S)]D + DSV A(D)] = V(D) (5.11)

Onde uma simples solucao para esta equagao é:
V(D) = —D|V 4(S)]|D (5.12)
Sendo facil mostrar que (5.12) é solugao de (5.11) fazendo uso da indempoténcia

(5.10). Agora tendo isto em mente aplicaremos o gradiente na energia eletronica dada

por (5.9), logo temos:

ValBeer] = 2 z {{m|l|n) Dy + [(m|R|) + (m|R|0')| Dy + (m|R|n) D, } +

m,n=1
N
> {[(m’nh"s} + (mn'|rs) + (mn|r's) + (mn|7’s/>] (2DmnDTS - Dmans) +
m,n,r,s=1
(mn|rs) (2D}, ,Drs + 2D n Dl = Dy Dy s = Dy D)y ) } (5.13)

Onde, o indice linha(’) na notagao significa o gradiente, logo:

W=Vah), m'=Valxm) e Dh,=Va(Dmnn)

Identificamos que o primeiro termo da equagao (5.13) é justamente a for¢a de Hellmann-
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Feynman e todo os outros elementos formam a chamada forca da funcao de onda.

Com posse da equagao (5.13) podemos escrever a equagao (5.6) como:

. M 5
— — — R — —
Py = fe({Ra}) + > ZAZBRTAB = F({Ra}) (5.14)
B>A AB
. P
esta equagao junto com (5.3), Ra=-12,
M4

formam as duas equacoes canonicas de movimento no formalismo de Hamilton.
Restando-nos agora integrar estas equacoes numericamente e obter assim a

evolucao dinamica dos nticleos da molécula que tivermos interesse.

5.1 Integracao Numérica

Em geral ndo é possivel obter as solugdes analiticas da equacao de movimento (5.14).
Em muitos casos temos teorias que nos garantem existéncia e unicidade das solugoes
mas nao sabemos sua expressao analitica.

Todos os métodos numéricos de integracao sao baseados em algoritmos de
diferencas finitas que resultam da discretizacao do tempo. Em dinamica molecular,
o céalculo das forcas sao bastante complicados, o que faz com que alguns métodos de
integragao sejam inviaveis. Métodos que envolvam o calculo de forcas mais de uma
vez, a cada passo no tempo, nao podem ser boa escolha, pois o tempo de computagao
torna-se muito grande. Como um exemplo, o método de Runge-Kutta de 4° ordem e
suas variagoes que exigem o calculo das forgas quatro vezes, em cada passo, para cada

particula.

A escolha de um bom método envolve também saber que tipo de potencial estéa
sendo usado na simulagao para que se possa ,por exemplo, evitar instabilidades nas
interacoes .

Neste trabalho as equagoes (5.3) e (5.14) serao integradas utilizando um algoritmo
de 22 ordem, o método Leap — Frog, por este ser bastante estdvel para sistemas

oscilantes.
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Leap — Frog

Pa(t +h/2) = Pa(t — h/2) + hF({RA()}), (5.15)
Ra(t+h) = Ra(t) + ]\ZAﬁA(t + h/2) (5.16)

com erro € = O(h?)
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Capitulo 6

Resultados da Aplicacao da
Dinamica em algumas moléculas

simples

Neste capitulo vamos aplicar a dinamica proposta neste trabalho a algumas moléculas
simples (HQ, 027 NQ, CO, HQO)

Um ponto importante a ser comentado é que todos os calculos da estrutura
eletronica foram feitos usando um programa denominado GAMESS (General Atomic
and Molecular Electronic Structure System) e os célculos de dinamica molecular foram
feitos usando um programa de minha autoria, transcritos no apendice A desta
dissertacao .

Iniciarei esta discusao definindo o primeiro sistema molecular de interesse, que
é a molécula de Hidrogénio (H,), por se tratar do sistema mais simples em questao.
Esta molécula é composta por dois atomos de Hidrogénio, cada um com seu respectivo
elétron, que se ligam para formar Hs.

Cada um destes atomos em seu estado fundamental, esta com seu respectivo
elétron no primeiro orbital atomico denominado 1s. Quando estes dois atomos se
ligam, os dois elétrons constituintes do problema molecular estarao juntos, no primeiro
orbital molecular 1s e com spin contrarios, satisfazendo assim o principio da exclusao

de Pauli.
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Tendo em mente este sistema simples, calculamos a energia total e o gradiente
da energia total Hartree-Fock em utilizando uma base STO-6G(Orbital tipo Slater
expandido com 6 gaussianas) no programa GAMESS.

Como temos as forgas atuantes em cada nicleo, podemos integrar suas equagoes
de movimento, obtendo assim seus modos de vibracao , que para este sistema especifico,
sabemos que havera apenas um modo de vibragao para uma determinada energia, pois

esta é uma molécula diatomica e nao estamos considerando rotagoes neste modelo.

H2

LARRRRRRRN RRRRRRLR RN R RN LR LR L

TTTTT

o
~
ol

LLRLRN LLLLLLRRLN LLLLALLLLY LAY

X2-X1 (ua)
o
\l

0.65

0.6

pobn b b b b i d

o b b b b b

500 1000 1500 2000 2500
t (ua)
Figura 6.1: Distancia entre os dois nticleos x tempo para Ha.

A Figura 6.1 mostra um grafico dos valores médios da distancia, X15 = X5 — X como
uma funcao do tempo obtido pela simulacao do H,. Neste grafico mostramos varios
periodos completos do Hs, sendo que, o auto-estado fundamental do hamiltoniano
deste sistema é caracterizado por esta oscilagao .

A figura 6.2 mostra a densidade espectral como funcao da frequéncia, que é
caracterizada pela transformada de Fourier da funcao de auto-correlagao de velocidades.
O maior pico deste grafico nos define a frequéncia do modo normal de oscilacao para o
H,, que por nossos calculos obtemos uma frequéncia, vre, = 4262.3cm™! que esta de
acordo com a frequéncia obtida experimentalmente, vpg,, = 4160cm ™. Com respeito

ao segundo e menor pico, este define uma frequéncia que representa duas vezes a
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frequéncia do estado fundamental, portanto esta é justamente a frequéncia do segundo

harmonico, assim como indica a figura 6.5.

H2

®

0.2

Densidade Espectral
o
[EEY
{YYYTTNYYTTY{

0 2 4 6 8 10
v x107(-3) (ua)
Figura 6.2: Densidade Espectral x Frequéncia para o Ha.

Como foi discutido, para calcularmos a evolugao temporal dos nicleos temos de
calcular antes a superficie de energia total Hartree-Fock e as respectivas forcas nos

nucleos, destes obtemos as figuras 6.3, 6.4 e 6.5..

H-2
0_2 TTT T T T I [ TTTTTTTTTT[ TTT TTTrTrrrrrrrrrrt

E (ua)

T FYTETY FYTINY FYTYT YYTTY RTTTY IYNTTI IRTRTA (YVIR FYVATY FUNITA (RTUTE FORTRI IOUOY:

LA LA LAY LLLL) RLRLY RLLLY LA LALRL) LALLR) LALL LAY LRLLL LRI LA

o b b b

4 8
X(2)-x(1) (ang)
Figura 6.3: Energia Total Eletronica x distancia de separacao do Hos.
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A figura 6.3 mostra, a curva de energia potencial total que os nticleos estao sujeitos
como funcao da separagao entre eles, onde este é um potecial do tipo molecular.

A linha horizontal no fundo do poco foi ampliada fornecendo a figura 6.4,
mostrando justamente o nivel de energia do estado fundamental, ou seja, é o autovalor
do hamiltoniano nuclear classico caracterizado pela soma das energias cinéticas e
potenciais dos ntcleos.

Outra caracteristica importante deste grafico é que o minimo deste potencial
define a distancia minima entre os atomos X%, = 0.71054, que estd também de

acordo com 0 X%, = 0.742A.[20]

H-2

-1 104 T A
-1.106
-1.108
-111
-1.112
’§-1.114
L -1.116
-1.118
-1.12
-1.122
-1.124
-1.126

(JLALALN LR LRy LR LAY LA LR ALY LR LARRY LARRR

TTT

06 065 0.7 0.75 0.8 0.85 0.9
x(2)-x(1) (ang)
Figura 6.4: Nivel de energia do estado Fundamental do Hs.

Voltamos agora nossa atengao a figura 6.5 que mostra a forca em cada nicleo
como funcao da distancia entre eles Em uma aproximagao harmonica deveriamos fazer
um ajuste linear nesta curva, obtendo assim , a frequéncia harmonica do sistema,
porém é notoério que esta curva nao € uma reta e isso implica que existem termos nao
harmonicos no potencial dos nucleos. A posicao onde a curva corta o zero também

define a posicao de equilibrio do sistema.
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Figura 65 Forca x distancia de separagao dos nucleos - Ha.

A figura 6.6 mostra o espaco de estados do sistema, onde, mostramos o momento
das particulas, como funcao da posicao , a figura no eixo negativo ou no positivo da

posicao representam respectivamente o nucleo 1 e 2 do Ho.
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-04 -0.2 0 0.2 04
X (ang)
Figura 6.6: Espago de fase - Ha.
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Tendo em mente este modelo descrito para o Hy, que é uma molecula diatomica,
aplicamos o método para diferentes moleculas diatomicas, onde abaixo relacionamos
alguns resultados de grandezas interessantes do sistema nas tabelas 6.1 e 6.2. Todas

as figuras estao no apéndice B.

Tabela 6.1
Comprimento de ligagao X%, (A)
H, CO Ny Os
Experimento[20][21] 0.742 | 1.128 | 1.008 | 1.207
HF STO-6G | 0.7105 | 1.1457 | 1.136 | 1.221

Tabela 6.2

Frequencias vibracionais v(cm™!)
H, CO N, O,
Experimento|[20] 4160 | 2143 2331 1555
HF STO-6G | 4262.3 | 2136.2 | 2022.16 | 1587.31

6.1 Conclusao

Primeiramente desenvolvemos um programa capaz de simular a dinamica molecular
para o chamado problema eletronico(Cap. 2), sendo que este depende dos calculos
de estrutura eletronica feitos pelo GAMESS. Em principio, este pode ser aplicado a
qualquer sistema molecular que se tenha interesse, porém, os calculos da estrutura
eletronica que levam tempo elevado de processamento sao feitos em todos os instantes
de tempo, logo, para sistemas maiores este método se torna ineficaz.

No entanto, para sistemas simples como moleculas diatomicas, este se mostrou
de 6tima eficacia, pois, conseguimos erros relativos da frequéncia do estado fundamental,
de cada molecula estudada respectivamente de 2,4%, 0, 31%, 13,24%, 2, 04%.

Pela precisao que conseguimos nestes resultados, temos a pretencao de aplicarmos
esta dinamica para sistemas de moleculas com 3 e 4 nicleos, com bases maiores, porém

dependemos da implantagao do cluster para simulagao paralela em nossos laboratorios.
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Ja temos alguns resultados preliminares destes cédlculos, porem estes encontram-se
temporariamente sem andamento devido a elaboracao desta dissertagao .
Gostaria portanto, de agradecer a atengao dada a este trabalho pelo leitor, e

espero ter contribuido, para o crescimento do desenvolvimento cientifico.
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6.2 Apéndice A - Programa
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6.3 Apéndice B - Figuras

6.3.1 CO

Co

LA L L L L I L L L L L

12
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s b b b

0 1000 2000 3000 4000
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Figura 6.7: Distancia entre os dois niicleos x tempo para CO.

Cco

N R LR LR RN RERRRRRR

L1

0.0015}

o
o
o
H

0.0005

Densidade Espectral

0%

B b b b L 1

0 1 2 3 4
v X107(-3) (ua)
Figura 6.8: Densidade Espectral x Frequéncia para o CO.
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Figura 6.9: Nivel de energia do estado Fundamental do CO.
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Figura 6.10: Forca x distancia de separacao dos ntcleos - CO.
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Figura 6.11: Espaco de fase - CO.

6.3.2 N2
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Figura 6.12: Distancia entre os dois nticleos x tempo para Na.
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Figura 6.13: Densidade Espectral x Frequéncia para o N2.
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Figura 6.14: Nivel de energia do estado Fundamental do N».
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Figura 6.15: Forca x distancia de separagao dos ntcleos - Na.
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Figura 6.16: Espaco de fase - Na.
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6.3.3 02
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Figura 6.17: Distancia entre os dois ntcleos x tempo para Os.
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Figura 6.18: Densidade Espectral x Frequéncia para o O2.
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Figura 6.19: Nivel de energia do estado Fundamental do Os.
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Figura 6.20: Forca x distancia de separagao dos nucleos - Oa.
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