3.2 Os momenta, o Hamiltoniano e transformacdes de calibre
O momento linear e, de fato também o Hamiltoniano, ndo foram ainda definidos de
forma completa. Isto devido ao fato que os 2 (1), 2> (#,), 27 (f,) ndo formam um

conjunto irredutivel e portanto ndo sdo suficientes para determinar simetrias de forma
tnica. Podemos imaginar que existam outros observaveis (], (,,(, que formem junto

comos J"',2?, 7" um conjunto irredutivel e tal que a a¢do da simetria T, usada na

definicdo de posicdo também consiste numa translacdo de aparatos para estes
observaveis. Mas, ndo sabemos quais observaveis sdo estes. Entdo podem existir varias
simetrias diferentes de translacdo e consequentemente diferentes momentos lineares. A

no¢do de momento linear ndo € unica. Temos que investigar em que aspectos duas
possiveis no¢cdes de momento linear podem diferir.
Imagine entdo que um outro fisco fizesse toda nossa construcdo de novo, mas usando

outra simetria de translagdo que teria outros geradores ) ". Estes teriam que satisfazer
também uma férmula do tipo (3.1.31): wescne

R = Sum T () + A (7). (1) 2 (1)t ) (B2

De fato, a massa tem que ser a mesma, m’ =m , porque ela aparece na equacio (3.1.28)
de forma completamente independente da escolha da nocdo de translagdo. A questdo €
em que as fungdes de’ e ., podem diferir? As componentes da velocidade sdo

grandezas independentes da escolha da no¢do de translacao.

a

7= Le(n-d) = Lee(7-a) (3.2.2)
m m

e consequentemente os comutadores destes componentes sdo independentes desta
escolha:

04 = s [(n-a)(%-4,)] =

m
_ _#SMSM[%_;’%) _ (3.2.3)

_ i g aﬂa’_aﬂh’

m’ VAN VA
Entdo as fungdes vetoriais A = e, 8" A e A" = e, 8" udn/ necessariamente

tém que ter o mesmo rotacional. Eles podem diferir por um gradiente de alguma fungao
escalar dos ', X%, 2. Para poder caracterizar esta condicdo podemos definir uma

fungdo vetorial P

B = rotd (3.2.4)

def .

e dizer que todas as fun¢bes .4 que possam aparecer no relacionamento ente

n

momento linear e velocidade precisam ter a mesma fungdo .
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A passagem de uma escolha de nocdo de translacdo para outra corresponde a uma
transformacdo de calibre' no formalismo candnico tradicional.

O momento linear da particula ndo € invariante sob mudancas de calibre. Josef M. Jauch
no seu livro “Foundations of Quantum Mechanics™? , seduzido pelo formalismo
canonico, afirma portanto que o momento linear da particula ndo seria observéavel. Mas,
esta conclusdo nao é adequada. Bem, claro que ndo podemos observar algo que nao foi
definido ainda. Mas nada impede que facamos uma escolha da no¢do de translacdo e
teremos uma noc¢ao de momento linear bem definida. Este momento linear pode, em
principio, ser medido da maneira como isto foi discutido no caso geral para geradores.
Falamos “em principio”. Infelizmente a situacdo na pratica € bem complicada, a ndo ser

que o rotacional do . seja zero. Neste caso podemos encontrar uma nog¢io de
translagdo que atua sobre um grande nimero de observaveis no laboratério real como
um simples deslocamento espacial e a nossa prescricdo de medida de gerador pode ser

realizada na pratica. Mas quando o rotacional de .4 for diferente de zero a atuago das
simetrias de translagdo sobre os observaveis disponiveis no laboratério serd em geral
muito complicada.

Finalmente falta completar a definicdo do Hamiltoniano. Como os J', 2%, 2° nio
formam um conjunto irredutivel, a férmula (3.1.32) sozinha ndo fixa o Hamiltoniano.
Temos que aumentar o conjunto {JT LR 3} para formar um conjunto irredutivel.

Escolhe-se para este fim os operadores 7,75, e se completa a definigdo do
Hamiltoniano pela exigéncia que

P o= i[H,R] (3.2.5)
Poderiamos ter usado outros operadores para completar a definicio de /A ? Por
exemplo as velocidades no lugar dos momenta? Para o caso mais geral, quando
rot.< #0, uma equagdo do tipo It = [% , I‘] levaria a inconsisténcias. Os
momentos %, 7,5 tém a virtude de cumprir com os operadores de posi¢do

I, %, 07 regras de comutacdo que sdo invariantes sob conjugacdo unitdria com a
dinamica. A dinamica unitdria induzida pelas férmulas (3.2.5) e (3.1.32) respeita a regra
[f/z , I’} = —i8 1 e ndo leva a contradi¢des. Entdo podemos usar o conjunto de

operadores {T LRI R, B, R } como varidveis dindmicas do sistema particula.
Como a defini¢do do Hamiltoniano envolve com a (3.2.5) os momenta, o Hamiltoniano

. . . ~ ~ . 4
também nao ¢ invariante quando mudarmos o sentido da nogdo de translagdo. Seja %,

um outro momento linear que difere do antigo %, por uma derivada de uma fungio dos

Il IZ Iﬁi

oD (21,0207 1)
)"

(3.2.6)

’
Paraos 4, vale

'O nome calibre é totalmente inadequado e se deve a um mero acidente histérico. Mas, ele estd tdo
enraizado que parece ser dificil de substitui-lo por outro. .....
2IM. Jauch, Foundations of quantum mechanics, Addison-Wesley Publ. Cy., Reading, Mass., 1968.

66



7= i[}f’, 92} (3.2.7)

Por outro lado temos

<y . 2 . 2
“72 = ?k ak—q) o4 8_;13
ox " al™" o ot (3.2.8)
: . oD 0°® o
= l[%,gz] + l{%,a?:l'k axkat

O Hamiltoniano novo também tém a forma /= %I "9, + U Entio H' e H
diferem apenas por uma funcdo de J', 2%, )" e t. Temos A’ =J{+8l(.Com isto o
lado direito da (3.2.7) fica

l[% P } = [, @]ﬂ{%,w}ﬂ[au, @]H[su,w} (3.2.9)
O udltimo termo € zero, ja que ambos os operadores sdo meramente fungdes da posicao.

Substituindo isto na (3.2.7) e usando a (3.2.8) obtemos

Ry s

— = i|0U, 7| = 3.2.10
afkat [ k ] a k ( )
Fora de uma constante sem importancia podemos afirmar que
su = 9% B2.11)
ot

Da mesma forma como caracterizamos a lei de transformacdo dos momenta numa
mudangas de noc¢do de translacdo usando a funcdo P , que deve ficar inalterada,

podemos caracterizar a lei de transforma¢ao do Hamiltoniano com uma fun¢ao que deve
ficar invariante:

€ = —grad(U) - oA

b > (3.2.12)

Pelas definicoes (3.2.4) e (3.2.12) as fungdes invariantes sob mudancas de no¢do de
translagdao obedecem as seguintes equagdes:

div(B) = 0 (3.2.13)

B, ap _
() + 25 =0 (3.2.14)

Reconhecemos as equacdes homogéneas de Maxwell nestas equagdes.
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