2. Ferramentas matematicas da termodinamica Bernhard Lesche

Na termodinadmica trabalharemos frequentemente com diferenciais de funcdes de estado,
como, por exemplo, a diferencial da energia interna dU ou a diferencial da temperatura
dT. Além disso, usaremos também uma generalizacdo do conceito de diferencial que é
chamado forma diferencial. Para se aprender termodinamica serd extremamente util
entender estes conceitos matemadticos claramente. Portanto investiremos algum tempo para
aprendermos conceitos bdsicos e simples de geometria diferencial. Usaremos
frequentemente o gds ideal com sua equagdo de estado PV =N RT como exemplo, mesmo

ndo tendo ainda introduzido o conceito de temperatura.

2.1) Coordenadas

Primeiramente podemos notar que o espaco de estados de equilibrio de um sistema
termodinadmico ndo possui a geometria euclidiana do espagco comum nem nada parecido.
Por exemplo, ndo existe uma noc¢do de ortogonalidade para vetores neste espaco. Mas
podemos, como no espago comum, descrever os pontos com coordenadas x;, X, X5, .... X, .

Um sistema de n coordenadas num espago € um conjunto de n fungdes x,, Xx,, X;, .... X, que
mapeiam uma regido do dito espaco nos ndmeros reais' de tal forma que uma n-upla de
valores a,,a,,....,a, define um ponto P na dita regido de forma tnica pelas equagdes
a,=x(P), a,=x,(P), ...... , a,=x,(P).> No caso de um gés simples com um nimero
de mols N fixo n seria 2 e poderiamos usar como coordenadas, por exemplo, x, =P ¢
x, =T . Frequentemente queremos mudar o sistema de coordenadas. No exemplo do gés
poderiamos usar T e V ou Ve P no lugar de P e T . Podemos entdo escrever as novas
coordenadas X, como fungdes das antigas coordenadas X, = X, (x,,X,,....x, ) . No exemplo
do gas ideal, teriamos com X, =V e Xx,=T a lei de transformac¢do de coordenadas
X, =NRx,/x, e X,=x,. Vamos limitar a classe de coordenadas permissiveis de tal forma
que uma mudanga de coordenadas sempre resulte em funcdes diferencidveis ;
% =% (%,%,,....,x,) diferencidveis. Também temos que exigir que a transformagdo possa
ser invertida. Isto significa que as coordenadas antigas podem ser escritas como funcdes das
novas: x, = xk(il,iz,...,’in). Consequentemente podemos concluir que a matriz jacobiana
tem inversa:

' Podemos também usar valores dimensionais, ou seja, os valores das coordeadas podem ter unidade.

2 .. . o .
Podem existir n-uplas sem ponto correspondente no espago, pois 0s mapeamentos x; nio precisam ser

sobrejetivos.
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Ocasionalmente podemos ter um sistema de coordenadas que ndo € bem definido em todo o
espaco de estados. Por exemplo, sabemos que a densidade da dgua possui um maximo
numa temperatura de 4 °C (a uma pressdo de uma atmosfera). Podemos entdo concluir que
existem estados com uma pressdo de uma atmosfera e temperaturas ligeiramente acima e
abaixo de 4°C que resultam no mesmo volume V. Desta forma existe uma regido do
espaco de estados da dgua onde o sistema de coordenadas (P, V) ndo funciona, ja que dois
estados diferentes resultam nos mesmos valores de P e V. Este tipo de falha de um sistema
de coordenadas ndo é grave. Simplesmente temos que usar outro sistema de coordenadas
para a regido com problemas. Podemos imaginar que cobrimos o espaco com vdarios
sistemas de coordenadas, como as cartas de um atlas cobrem todo o globo terrestre. O tipo
de espago que acabamos de descrever chama-se variedade diferencidvel.

Freqiientemente usamos funcoes de estado. Uma funcido de estado U tem um valor que
depende do estado E. Deverfamos entdo escrever U(E). Mas esta notagdo ndo é empregada
na pratica; usando um sistema de coordenadas x,,....x, podemos descrever o estado E

pelos valores das coordenadas e escrever U (x,,....,x,) no lugar de U(E). O problema com

esta notacdo aparece quando mudarmos de coordenadas. Descrevendo o mesmo ponto E por
coordenadas X,,....X,, a mesma funcdo de estado U (E) resulta agora numa outra fungdo

n
numérica U(?cl,....,)?n). Por exemplo, a energia interna de um mol de um gés ideal

3
monoatdmico nas coordenadas T e V é U(T,V) =5RT, mas nas coordenadas P e V

U 3 o
obtemos outra fun¢do U (P,V) = 5 PV . No entanto, em todos os textos de termodinamica

é costume escrever novamente o simbolo U e ndo U . Isto significa que estamos no fundo
escrevendo U(E) . No nosso curso adotaremos este costume também. Entdo quando se vé
uma funcdo U(T,V) ndo podemos interpretd-la como fungdo dos valores 7 e V, mas
temos que interpretd-la como U no ponto £ que tem os valores de coordenadas 7" e V.
Esta notacdo € prdtica, mas ela tem um inconveniente: nas derivadas parciais de uma fungdo
de estado, temos que anotar qual € o sistema de coordenadas usado, pois (como veremos
logo em seguida) um d/9d7T num sistema de coordenadas T e V tem outro significado que
um d/9T num sistema de coordenadas T e P.

Variando o valor de uma determinada coordenada x, (m = fixo) e mantendo os valores de
todas as outras coordenadas x, (k #m) constantes, percorremos no €spaco uma curva
chamada de linha de coordenada m.
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Fig. 2.1 Linhas de coordenadas

Veremos o que acontece com as linhas de coordenadas numa mudanca de coordenadas:
suponha que a figura 2.2 mostre as linhas das coordenadas x,x, num espaco

bidimensional.

X2

Fig. 2.2
Agora vamos introduzir as novas coordenadas

X =x
- 1
X, ZE('XI +x2)

Como sdo as linhas destas novas coordenadas? Poder-se-ia pensar que as linhas da
coordenada 1 ficam inalteradas ja que a coordenada 1 ndo muda. Mas isto ndo € o caso! As
linhas da coordenada 1 no novo sistema de coordenadas sdo determinadas pelas equacdes

X, =const. . Isto significa
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const. = % (x, +x,)

Fig. 2.3 Linhas das novas coordenadas Xe

Estas equacdes determinam linhas inclinadas. Por
outro lado as linhas da coordenada 2 sao determinadas
pelas equagdes X' =const. que sdo idénticas as
equagdes x' =const. e, portanto as linhas da
coordenada 2 ndo mudardo. O novo sistema de
coordenadas tem entdo o seguinte aspecto: -

Esta observagdo simples sobre o comportamento das
linhas de  coordenadas tem  consequéncias
importantes: a derivada parcial de uma fungdo F com respeito a coordenada x, =X,

X

depende de quem € a coordenada 2. A derivada parcial de uma funcdo F' com respeito a
coordenada x, __mede a taxa de variacdo de F quando andarmos na direcdo da linha de

coordenada 1. Como vimos, a dire¢do desta linha de coordenada 1 depende também das
outras coordenadas x, ,(k #1). Consequentemente, a derivada parcial com respeito a x,

vai depender da escolha das outras coordenadas também. Veremos um exemplo: a fungcao
- - - - X +x
F(X.X%,)=X exp{ax,}=x exp {a#}

tem as derivadas parciais

oF

) —evte

1

oF

[—j =exp{ax, }+ 2 x, exp {ax,}
ox, ) 2

Entdo as derivadas parciais [B_Fj

X

oF = 8_{7 diferem pelo termo adicional
ox, ). (9% ),

ko]

%xl exp{ax, } .

Se escrevermos, por exemplo, na eletrostitica a componente x do campo elétrico como o

d0
negativo da derivada parcial do potencial elétrico E = BEWE € mais ou menos 6bvio que
X
. _ L J
as outras coordenadas do sistema usado sdo y e z. Por isso ninguém escreve B_ . Mas
X
.z
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na termodinamica ndo € a priori claro quais as coordenadas empregadas. Portanto na
termodinamica € indispensdvel anotar sempre nas derivadas parciais quais as grandezas que

se mantém constantes. Por exemplo, B_T ndo € bem definida; poder-se-ia tratar de (ﬁj
\4
oF o
ou de T e estas grandezas sdo diferentes.
22) Vetores Bernhard Lesche

No espaco comum podemos definir vetores como pares ordenados de pontos sendo que um

_)
par (A,B) representa 0 mesmo vetor (A,B) que um par (A’, B’) que difere do (A,B)
apenas por um transporte paralelo.

(A, B) = (A", B")

Fig. 2.4 Identifica¢do de vetores.

Esta identificacdo de pares que diferem
por um transporte paralelo €
importante para poder somar vetores.

B
4
B Se queremos, por exemplo, somar 0s
A
AI

vetores a e b da figura 2.5a temos
que transportar o vetor a até a ponta

do vetor b para formar o vetor
resultante ¢ =a +b.

Fig.2.5a Fig. 2.5b

il .
b b

Mas infelizmente no espaco dos estados da termodinamica a no¢@o de transporte paralelo
ndo € definida. Poderiamos tentar usar as coordenadas para definir o transporte paralelo: por
exemplo, com a seguinte tentativa:

o
Q4
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{@{2):( T%)} e {(x),-(x),=(x),—(x), para k=1..n} (22.1)

onde (x.),.(x),.(%), (%), sdo as coordenadas dos pontos A, B, A", B'. Mas

infelizmente esta definicdo mudaria seu sentido cada vez que muddssemos o sistema de
coordenadas. A afirmacgdo (2.2.1) ficaria invariante apenas sob mudancas de coordenadas
do tipo inhomogéneo linear:

Y= +). M x (222)

Jj=1

com constantes ¢, e M,; sendo M, ; uma matriz que possui inversa. Para transformagdes

ndo lineares (como por exemplo V,P — V,T ), a afirmacdo (2.2.1) muda de significado.

A invariancia de (2.2.1) sob transformagdes do tipo inhomogéneo linear (2.2.2) sugere, no
entanto, uma bela saida da dificuldade de definir vetores: se limitarmos os pontos A, B, A’
B' a uma vizinhanga infinitesimal de um ponto N , toda transformacdo diferencidvel de

coordenadas tem a forma (2.2.2). Veremos o que isto significa: sejam N, e Nk as

coordenadas do ponto N no sistema antigo (x,) e novo (X,) respectivamente. Para
quaisquer nimeros fixos @, a,,da,,...a, € para g€ R (varidvel) temos um ponto A(€)

cujas coordenadas no sistema antigo (x,) sdo

A =N, +ea, (2.2.3)

Este mesmo ponto A teria no sistema novo (%, ) as coordenadas

n

A=N+Y % ea, +A, (g) 2.2.4)°
j=1

ox. !

]Nx

onde o termo de erro A, (€) vai para 0 mais rapidamente que o termo linear em € quando

€ — 0. Isto é,

Ac(e)

-0 para e—>0 (2.2.5)

Costumamos expressar o fato de que

? O indice X significa que os x,, com m# j sio mantidos constantes.
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lime ' {4 —| M+ a—xk ea, |+ =0
£—-0 = L%y

-

de maneira mais simples dizendo: para € _infinitesimal vale a equacdo

. I 1
A =N +Y |2 | eq (2.2.6)
1| ox;
NJx,
ox, SRR
Repare agora que com x, =N, +&q, e M, ;= v e com Cksz_szij a
X

N/, j=1

equacgdo (2.2.6) tem exatamente a forma da equagdo (2.2.2). O que expressamos aqui com
férmulas é no fundo uma observacdo bem intuitiva: numa vizinhanca suficientemente
pequena de um ponto fixo N , qualquer sistema de coordenadas € aproximadamente
retilineo em relag@o a qualquer outro sistema de coordenadas (compare a figura 2.6).

Fig. 2.6 Dois pares de pontos numa pequena
visinhanga de um ponto N. O julgamento se
estes pares definem o mesmo vetor, ou nio,
difere apenas por erros de ordem superior do
tamanho da vizinhanga, quando se julga com
os dois sistemas de coordenadas.

Com pares ordenados de pontos numa
vizinhanga infinitesimal de um ponto
fixo N podemos entdo definir vetores
da forma usual usando o critério
(2.2.1) para decidir se dois pares
definem o mesmo vetor. A unica diferenca entre a constru¢do de vetores no nosso espago
comum € nos espacos da termodinamica € que podemos associar ao espago Euclidiano um
Unico espaco vetorial, enquanto no espaco da termodindmica temos um espago vetorial
diferente para cada ponto N . Este espago € chamado espaco tangente no ponto N. * Dentro
do espago tangente <, de um ponto N podemos somar vetores como em qualquer espago

vetorial, mas ndo podemos somar um vetor do espaco tangente ¥, do ponto N com um

vetor no espago tangente £,, de um outro ponto M.

Como em qualquer espago vetorial, os vetores nos espacos tangentes sdo caraterizaveis pela
sua diregcdo, sua orientagdo e seu tamanho (ndo usaremos a palavra mddulo porque o

*Os mateméticos definem os espacos tangentes sem o uso de parimetros infinitesimais. Usamos aqui uma
definicdo com vetores infinitesimais que € intuitiva e € mais préxima dos procedimentos em todos os livros
texto sobre termodindmica. Os matemadticos definem os vetores como classes de equivaléncia de curvas
diferencidveis. Isto € mais pratico para demonstragdes matematicas.
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médulo de um vetor requer uma defini¢do adicional’). Veremos um exemplo: um gas ideal
encontra-se num estado com coordenadas P e 7. A partir deste ponto submetemos o gas a
um processo isocorico (volume=const.) que leva o sistema a um estado infinitesimalmente
proximo. Este processo descreve um vetor no espaco tangente do ponto com pressdao P e
temperatura 7. A direcdo deste vetor € caracterizada pela condi¢do V = const. . Podemos
descrever a orientacdo e o tamanho pela variacao de algum outro pardmetro que se altera no
processo. Por exemplo, podemos dizer que a temperatura muda de 7 para o novo valor
T +¢. Vamos escrever este vetor da seguinte forma:

tamanho e orientacdo \dire¢io = OT =€\V (2.2.7)

Dizendo em palavras, este vetor descreve um processo infinitesimal que mantém V
constante e altera 7 pelo valor €. Poderiamos escrever o mesmo vetor na forma

0P =m\V com m=NRe/V.

Vamos escolher agora um sistema fixo de coordenadas. Por exemplo P e T . Em relacdo a

este sistema de coordenadas, podemos definir os vetores OP=x\T e OT =¢\P. As
direcOes destes vetores sdo determinadas pela escolha do sistema de coordenadas. As
orientagdes e os tamanhos ainda dependem da escolha dos parametros infinitesimais € e
K . Para fixar estes também podemos normalizar estes vetores da seguinte forma, definindo
vetores

e =L1sp=\T e ¢ =157 =e\pP (2.2.8)
K €

Note, no entanto, que dividindo por grandezas infinitesimais obtemos vetores tdo grandes
que eles ndo terdo mais a interpretacio de pares de pontos numa vizinhanga infinitesimal do
ponto P, T . Os vetores e, e ¢, sdo objetos um tanto formais, mas eles servem
formalmente como vetores bdsicos. Podemos escrever os vetores que possuem uma

interpretacdo como pares ordenados de pontos na vizinhanga infinitesimal do ponto (P,T)

como combinagdes lineares de ¢, e €,. a =dPe, + dT ¢,. Por exemplo, podemos escrever

o vetor (2.2.7) naforma 8T =€e\V =$851 +¢€e, .

5 2 . . . ~ A s
O modulo permite comparar tamanhos de vetores que apontam para diferentes dire¢des. Na termodindmica,
podemos comparar somente tamanhos de vetores que apontam na mesma direcao.
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23) @) cSpaco dual Bernhard Lesche

Seja ¥ um espaco vetorial. Dentro de ¥ temos os vetores que costumamos representar
por setas. Agora podemos definir dentro de T ainda
outros objetos geométricos que chamaremos de vetores

duais. Um vetor dual Q ¢é dado por um (hiper) plano

= em ‘T que ndo contem o vetor zero. Um hiperplano
Q num caso de um espago bidimensional seria uma reta,
X 5 num caso de um espago tridimensional seria um plano
comum e num espaco de n dimensdes seria de n-1
dimensdes. A figura 2.7 mostra um vetor dual para um
espaco ‘T bidimensional. A cruz representa o vetor
Zero.

Fig. 2.7 Vetor dual num espago bidimensional. Os vetores comuns sdo setas que partem da cruz (vetor
zero). Q é a colegdo de vetores comuns cujas pontas estdio em cima de uma reta (hiperplano em duas
dimensoes).

Podemos definir a soma de vetores duais da seguinte forma: sejam Q e W vetores
duais®. Para somé-los, construimos o plano Q que € paralelo ao plano Q e que contém o
vetor zero e construimos o plano W que é paralelo ao plano W e que contém o vetor
zero. O vetor dual Z=Q+W & o plano que passa pela interseccio de O com W e pela

interseccio de W com Q.

Fig. 2.8 Soma de

vetores duais.

Z=Q+W

® Esta definicdo apresenta dificuldades no caso em que os dois vetores sejam paralelos. Este caso pode ser
resolvido escrevendo um dos vetores duais primeiramente como soma de dois outros e usar a associatividade
da soma.
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A multiplicagdo de um vetor dual por um nimero € definida da seguinte maneira: seja Q
um vetor dual e A€ R um ndmero. Para construir o vetor AQ constréi-se uma reta R

qualquer que passe pelo vetor zero e que intercepte o plano Q. Nesta reta R define-se
uma escala linear que tenha o valor zero no ponto do vetor zero e o valor um no ponto da
interseccdo de R com (. Nesta escala procura-se o ponto 1/A. O vetor dual AQ ¢é

entdo o plano paralelo ao plano Q e que passa pelo ponto 1/A na escalaem R.

Fig. 2.9 Multiplicagdo de vetor dual
Q0 com ndmeros. A figura

_ 1 —
mostra os exemplos 20 ¢ —Q.
4

Com A=0 obtém-se o vetor dual zero que seria um plano escondido no infinito. Pode-se
mostrar que, com estas regras de soma e produto com nimeros, o conjunto de vetores duais
forma uma espaco linear que € chamado o espaco dual do espaco ¥ e € costume escreve-lo
como T°.

A propriedade mais importante dos vetores duais € a possibilidade de se definir a acdo deles
sobre vetores comuns: seja @ um vetor dual € d um vetor comum. Para formar a
aplicacdo de Q sobre a , traca-se uma reta R na direcdo do vetor a que passe pelo

vetor zero. Depois define-se nesta reta uma escala linear da mesma forma como se fez para
definir a multiplicacdo de um vetor dual por um nimero. Encostando a base do vetor @ no
vetor zero, pode-se ler o valor de escala da ponta do vetor a . Este nimero € a aplicacio de

QO sobre a. Escreveremos este nimero como Q[El]. No caso em que o vetor a for
paralelo ao plano Q , a reta R ndo interceptaria o plano @ em nenhum ponto. Ou

poderiamos dizer ela intercepta Q no infinito. Desta forma a unidade de escala na reta R

seria infinitamente grande e frente a esta
unidade o vetor a mediria zero. Neste

caso temos entdo Q[d]=0.

Fig. 2.10 Aplicagdo de um vetor dual num vetor.
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A aplicagio de O sobre vetores € uma operagdo linear, isto ¢
Q[Oc& +Bb ] =aQ|d] +BQ[5 ] . Pode-se mostrar que o conjunto de todos os mapeamentos

lincares de T em R € idéntico ao espago dual ¥*. Podemos ainda definir vetores duais
dimensionais. Isto significa que o valor da aplicacdo do vetor dual num vetor ndo resulta
num nimero, mas num valor com unidade. Por exemplo, para vetores d que terminam no
hiperplano Q , a aplicagio Q[d] pode valer 1 Joul .

Vocé deve-se perguntar: por que ndo aprendemos de vetores duais antes do curso de
termodinamica? Isto tem uma explicacdo simples: No espaco euclidiano pode-se evitar o
uso de vetores duais porque nestes espacos podemos descrever os mapeamentos lineares
que mapeiam vetores em ndmeros com ajuda do produto escalar. Se existir um produto

escalar no espaco ¥ podemos encontrar para cada vetor dual Q de ¥° um vetor comum
G tal que para tudos a4e¥ vale O [G]=G-d. (Exercicio: construa o vetor

correspondente). O produto escalar é intimamente relacionado com a norma dos vetores.
Tendo uma norma || || no espagco ‘T que obedece a identidade de paralelograma

- 2 2 2 —2 .
(Va,be % “&+b” +Hﬁ—b” = 2||d|| +2Hb” ), pode-se mostrar (Exercicio: mostre-lo) que

dff. i[”ﬁ +I;H2 —Hﬁ -b Hz} tem todas as propriedades de um produto escalar. Mas, na

termodinamica ndo existe a norma de vetores. A norma permite comparar comprimentos de
vetores que apontam em dire¢Oes diferentes. Na termodindmica ndo podemos dizer se
fizemos uma mudanga de estado maior ou menor quando aumentamos a temperatura um
tanto ou quando aumentamos o volume um outro tanto. Por esta razdo ndo existe o produto
escalar nos espacos tangentes dos espacos da termodinidmica e a introducdo dos vetores
duais se faz necessaria.

2.4) Diferenciais e formas diferenciais Bernhard Lesche

Da eletrostitica conhecemos campos vetoriais, por exemplo, o campo elétrico E. Este
campo atribui a cada ponto (x,y,z) no espago um vetor E(x,y,z). Da mesma forma

poderiamos pensar em campos vetoriais definidos no espaco dos estados de um sistema
termodindmico. Um campo & associaria a cada estado E um vetor d(E) que seria um

elemento do espaco tangente deste ponto E. Mas resulta que campos vetoriais ndo sdao de
grande utilidade na termodindmica. Por outro lado, veremos que campos de vetores duais
realmente sdo usados na termodinamica. Este tipo de campo associaria a cada estado £ um

vetor dual Q(E) que seria um elemento do espago dual do espago tangente de E. Isto é

Q(E)e 3, .

7z

Um campo de vetores duais é chamado uma forma diferencial.” Um caso particular de
forma diferencial sdo as diferenciais de fungdes.

’ Na verdade a definicdo de forma diferencial inclui ainda exigéncias de diferenciabilidade.
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Seja F alguma funcdo de estado de um sistema termodinamico. Podemos, por exemplo,
pensar no volume ou na energia interna de um gés ideal. O gds estd num estado com
pressdo P e temperatura 7. Agora submetemos o gis a um processo que o leva ao estado
infinitesimalmente proximo com pressdo P+0P e temperatura 7T + 87 . Conhecemos o

valor de F no ponto (P,T) e queremos saber o valor de F no ponto (P+3P,T+3T).

Temos
oF oF .
F(P+8P,T+8T)-F(P,T)=| = | 8P+| — | 8T + erro de ordem superior
oP ), aT ),
Como OP e OT sdo infinitesimais, podemos escrever
F(P+8P,T+8T)—F(P,T)=(8—Fj 5p+(a—F) 5T 2.4.1)
oP ), aT ),

Como vocé pode ver, esta variacao infinitesimal do valor da fun¢do depende linearmente do
vetor d = 0P ¢, + OT ¢, . Entdo com uma fun¢do F podemos definir um vetor dual em

cada ponto que descreve este mapeamento linear. Este vetor dual definido em cada ponto é
chamado a diferencial da funcdo F e € escrito dF. Com esta notacao temos

8F = F(P+8P,T+dT)-F(P,T) = dF(P,T)|d] (2.4.2)
onde dF (P,T)[a] ¢ aaplicagdo do vetor dual dF (P,T) sobre o vetor a.

Note que dF (P,T) ndo é uma grandeza infinitesimal nem ¢ um nimero e nem depende
do processo usado. dF (P,T) €é um vetor dual definido em cada ponto (P,T)do espago de

estados que depende unicamente da funcdo F . Por outro lado dF (P,T)[c? ] ¢ um valor

infinitesimal que depende do processo usado através do vetor d. A associagdo de pontos
(P,T) e vetores duais dF (P,T) define um campo de vetores duas dF que é chamado

de diferencial da funcdo F.

Como exemplo de diferencial vermos duas fun¢des bem simples: a primeira € a fungdo P e
a segunda é a fun¢do 7. Temoscom d = OP¢, + OT ¢,
dP|a]=20P
(2.4.3)
dT [a]=38T

Com isso podemos combinar as equagdes (2.4.1), (2.4.2) e (2.4.3) e expressar dF como
combinacdo linear de dP e dT .

oF oF
dF =| — | dP+| — | dT 244
(aP j +(aT j (244

Portanto, dP e dT t€m as propriedades de uma base. Para visualizar esta base
graficamente notamos que as equagdes (2.4.3) podem ser escritas também na forma
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dP[é]=1, dT[é]=1, dP[,]=0, dT[¢]=0 (2.4.5)

T Fig. 2.11 As diferenciais dP e dT. As linhas de
coordenadas P e T sdo propositadamente
mostradas ndo ortogonais. No espaco de estados
termodindmicos ndo existe a nocdo  de
ortogonalidade.

dr

dP

P

ol
oF
S

No caso geral de um espaco de n dimensdes, podemos escolher n coordenadas

X, Xy,......, X, € definir os vetores bdsicos dos espagos tangentes

€ =— O, =€\ X,, Xypeeenn X,

€
.1 S =
€, = — OX, =€\ X, X;,.c.., X,

€

(2.4.6)

€= Ox, =€\ X, X;,es X,

O vetor ¢, tem a direcdo da linha de coordenada k que € caracterizada pela constincia de
todas as outras coordenadas x, (i # k). As diferenciais dx, formam uma base do espaco
dual do espago tangente e temos em analogia com a equacao (2.4.5)

1 para j=k

dx,[6] =38, = {o oara 2k (2.4.7)

Note certa assimetria entre a base (¢,) do espaco tangente e a base (dx,) do espaco
dual: um dx, € bem definido se conhecermos apenas a coordenada x, , mas para saber o

que € ¢, temos que conhecer todas as coordenadas x,, x,,....., X, .

n

A diferencial de uma funcdo F seria
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dF = Z":(B_FJ dx, (2.4.8)
o x! (k)

e com a equacdo (2.4.7) temos

drle,] = (—] (2.4.9)
I (j#k)

Podemos escrever uma forma diferencial geral (isto € um campo de vetores duais) como
uma combinagdo linear dos vetores duais basicos dx,

0 = Yg,dx, (2.4.10)
j=1

onde os coeficientes ¢, sdo funcdes de estado. Os matematicos exigem ainda que estas

funcdes sejam diferencidveis par chamar o campo Q uma forma diferencial. Nem toda
forma diferencial é uma diferencial de uma funcio de estado. Pois sabemos (teorema de
Clairaut e Schwarz®),que as derivadas parciais segundas (se elas foram funcdes continuas)
obedecem as relacdes

2 2
oF = o°F paratodo k,j=1,2,...,n (2.4.11)
dx,0x,  dx,0x,

Entdo para que uma forma diferencial (2.4.10) possa ser a diferencial de uma fungdo é
necessdrio que

0q.
aﬂ:i paratodo k,j=12,...n (2.4.12)
dx; Ox,

A diferenca mais notédvel entre diferencial e forma diferencial que nao € diferencial de uma
funcdo aparece quando integramos uma forma diferencial sobre um caminho. Podemos
descrever um caminho C no espago de estados como um ponto varidvel C(A) que

depende de um parimetro real entre 0 e 1. C(0) seria o ponto inicial do caminhoe C(1)
o ponto final. Vamos exigir que C seja diferencidvel, isto €, as fun¢des das coordenadas do
ponto C(A) sdo fungdes diferencidveis de A. Se aumentarmos a partir do ponto C(A) o
valor de A por um acréscimo infinitesimal 8A, nos movemos para o ponto
infinitesimalmente préximo C(A+8X). O par de pontos C(A) e C(A+8L) define um

¥ Alexis Clairaut (1713-1765) e Hermann Schwarz (1843- 1021)
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vetor (C(L),C(A+8L)) no espaco tangente do ponto C(A) . Se temos uma forma

diferencial Q definida no espago dos estados, podemos aplicar Q no ponto C(L) sobre

o vetor (C (A),C (7»+87\,)) . O resultado é wum valor infinitesimal

0 (C(k))[(C(?y),C(K+8X))] Se repetirmos esta operagdo um nimero infinito de vezes

até percorrer toda a curva C com avancgos infinitesimais OA e se somarmos os valores

infinitesimais resultantes Q(C (k))[(C (A),C(A+ 87»))} , obtemos a integral de Q sobre

o caminho C.

Esta descricdo da integral IQ ¢ intuitiva, mas ela ndo serve para calcular uma integral.
C
Para escrever uma defini¢do mais pratica, vamos definir o vetor tangente da curva como

) = lim(c(x),c(msx))

def.  8h—0 A (2.4.13)

Com este vetor podemos definir a integral de Q sobre o caminho C da seguinte forma:

[& = [o(co)[F]an i

def .

Em termos das coordenadas x, (A)=x e com a representa¢do de O na forma

kC(n)
(2.4.10), esta definicdo da integral significa

_ e dx (A
[0 = j(ij%}m (2.4.15)
c o\ /=l

A integral pode ser definida também para caminhos que sdo constituidos por pedagos
diferencidveis. Neste caso o valor da integral é a soma dos valores dos pedagos
diferenciaveis.

Se Q for uma diferencial de uma fungdo F', isto é, Q =dF , sabemos que o valor da
integral depende apenas dos pontos inicial e final do caminho

Jar = F(c(1)-F(c(0)

Mas se Q nio for a diferencial de uma funcéo, a integral IQ dependera dos detalhes do
C

caminho.
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Veremos um exemplo: a forma diferencial do trabalho reversivel’ num gis é W =—PdV .
Escrevendo W naforma (2.4.10) temos

W =-PdV +0-dT

oT oV
Consequentemente W ndo é a diferencial de uma funcio de estado. A integral de W é o
trabalho reversivel fornecido para um sistema e este depende dos detalhes do processo.

Mais tarde veremos que as maquinas térmicas de Carnot dependem desta propriedade do
trabalho.

. - o (9(=P) 9(0)
Entdo a condicdo (2.4.12) ndo ¢é satisfeita, pois | ——— | #0 , mas =0
\4 T

2.5) Férmulas uteis para derivadas parciais Bernhard Lesche

Sejam x, (com i=1,..,n) e X, (i=1L,...,n) dois sistemas de coordenadas. Com a
equagdo (2.4.8) podemos escrever a diferencial de uma funcdo F nas coordenadas Xx

& ( oF -
dF = z{gj dx, (2.4.16)
k=1 k) x,(jk)

Usando a (2.4.9) e aplicando amos os lados da equacdo (2.4.16) nos vetores bdsicos

.1 : : ..
e, =— Ox, =e\x";m#k , obtemos a regra de cadeia para derivadas parciais:
€

n ah’v
(a_Fj - Z(aTFJ [LJ (2.4.17)
o, x (ki) J=1 axl x (j#k) ox, % (ki)

Imaginamos agora um espaco de duas dimensdes. Sejam x, y e z fungdes neste espago tal
que cada um dos trés pares de fungdes (x,y), (x,z) e (y,z) serve como coordenadas.

Mudando as coordenadas (y,z) —(x,z), podemos escrever com a regra da cadeia para

qualquer funcdo F

? A definicdo deste conceito sera explicada no capitulo 4.
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(2.4.19) (a—Fj :(a—Fj (a_yj +(3—Fj (%j (2.4.18)
ox ), dy ) \ox ), \dz),\ox)/,
:

=0
Especialmente obtemos para F = x

_[ox) (9
1_(ayl(axl (2.4.19)

Mudando as coordenadas (x,z) —(x,y), podemos escrever com a regra de cadeia:

DD e
ox ), \dx ) \ox);, \dz /) \ox),

—
=1

Especialmente obtemos para F =y

_(% a_yj (%J 2421
0 (axjf(az Aox ) (2420

Combinando a (2.4.21) com a (2.4.19) , obtemos

ox) (0z) (dy| __
(ayl(axjy(azl_ ! (2.4.22)

Agora vamos supor que tenhamos ainda uma quarta fungdo u tal que o par (z,u) sirva

também como um sistema de coordenadas. Mudando as coordenadas (x,y)—(y.z) ,

podemos escrever com a regra de cadeia:

B-BEEE e
ay ). ox ), \dy ). (dy ) \dy)

—_—
=1

Agora vamos botar (?j em evidéncia:
Vs
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) (o), (5)
Kayl (axl @;cj

Usando a equagdo (2.4.19) , podemos reescrever isso como

56 GG

Usando novamente a regra de cadeia, podemos transformar a expressao em colchete numa
derivada parcial de u:

3 BRHEGIR)-E)

dx ), \dy) \ox ), dx ), \ox ), \dy ) \ox/). \ox),

Com isto a (2.4.25) toma a seguinte forma:
du
dy ).

(5
ox ),

Utilizando finalmente a (2.4.19), obtemos:

ox
[é;jz (2.4.24)

ox
= | — 2427
KBYJZ ( :

5]
(ij = \ou), (2.4.28)

Bernhard Lesche
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