7. Condig¢des de equilibrio e potenciais termodinamicos

7.1 Sistemas adiabaticamente isolados

No capitulo 5, exploramos a parte do teorema de Clausius que € formulada como equacdo, a
saber a equacdo 4.6.9. Aqui utilizaremos também a desigualdade de Clausius.
Comecaremos com a forma de desigualdade mais simples, que € a

Sin 2= S, para processos adiabaticos (7.1.1).

fim

Imaginamos entdo um sistema adiabaticamente isolado. Os estados de equilibrio deste
sistema sao definidos com certos vinculos externos impostos sobre o sistema. Podemos, por
exemplo, impor externamente que o volume V, de uma subdivisdo num cilindro tenha um

determinado valor V, como mostra a figura 7.1. parafuso fixador
~

Fig. 7.1 Sistema adiabaticamente isolado dividido em
dois volumes. O valor do volume 1 é mantido fixo com
um parafuso que prende o Embolo que separa os volumes. ViV

1=Vi1

Lesche

Os vinculos dependem de parametros (no nosso
exemplo o volume 1 seria um parametro) que
entram na descri¢do do estado do sistema e podem ser usados como coordenadas no espago
de estados. Para todos estados de equilibrio podemos determinar a fung¢do de estado S .
Agora vamos relaxar alguns dos vinculos impostos. Por exemplo, podemos soltar o
parafuso e permitir que o €émbolo possa se deslocar dentro do cilindro da figura 7.1. Em
relacdo ao novo sistema de vinculos nem todos os pontos do antigo espaco de estados de
equilibrio serdo estados de equilibrio. Em geral ao relaxar os vinculos o sistema executara
algum processo até encontrar um estado que serd um estado de equilibrio em relacdo ao
novo conjunto de vinculos. Os novos estados de equilibrio formam algum subconjunto do
antigo espaco de estados. A desigualdade (7.1.1) pode ser usada para caracterizar este
subconjunto.

Antes de resolver este problema com a desigualdade (7.1.1), vamos visualizar a situacdo
geométrica no espago de estados. Os antigos vinculos sdo capazes de fixar o estado do
sistema de maneira Unica. Com um espaco de estados de n dimensdes, temos n
parametros caracterizando os vinculos. O novo conjunto de vinculos é mais fraco e ¢é
caracterizado com apenas k < n pardmetros. Vamos escolher as coordenadas do espaco de
estados de tal forma que as primeiras k coordenadas caracterizem o conjunto novo de
vinculos. Para cada escolha concreta de vinculos do novo sistema, fixamos entdo os valores
das coordenadas x,...x, enquanto os valores das coordenadas x,,,,....x, ficam
indeterminados. Com os valores de x,,....x, fixos, x, =X,,.....x, =X, , 0 sistema pode
mover-se numa sub-variedade S [xl,...,xk] de n—k dimensdes. Escrevemos aqui as
coordenadas (que sdo funcdes) com letras cursivas x,,.....x, e determinados valores destas

coordenadas com letras comuns X,,.....X, .
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S[x,e X [={(E1enb,) o 16 =% =X, ] (7.1.2)

Com a notagdo (élEm) , queremos dizer: o estado que, no sistema de coordenadas x,

coor x

tem os valores de coordenadas §,,...,& .

O estado se movera nesta subvariedade até encontrar um ponto de equilibrio em relagdo ao
novo conjunto de vinculos. Para cada k-upla de valores x,,.....x, obtemos assim um estado

selecionado. Estes estados selecionados formam uma subvariedade £ de k dimensdes.
E seria o0 novo espago de estados de equilibrio em relacdo ao conjunto fraco de vinculos.
A figura 7.2 ilustra esta situacdo para n=2 e k=1. O leitor deve tentar imaginar ou
desenhar situacdes parecidas com n=3e k=1 e com n=3e k=2.

Fig. 7.2 Subvariedades S[X,] que correspondem a um valor
de X, =const.. Exemplos X, =1,5 ¢ X, =2,0 . Um certo

ponto de S[x l] seria o novo estado de equilibrio sob o vinculo

fraco X, = const.. Este ponto ¢ a intersec¢do de S [X1] com a

subvariedade E .

Agora vamos ver como o sistema se move "dentro"
das subvariedades S [xl,...,xk] de n—k dimensoes.

X1

Botamos a palavra dentro entre aspas. Na verdade o
sistema ndo precisa ficar dentro de S|x,,...,x, | durante o processo que leva o sistema ao
novo equilibrio. Os novos vinculos impdem os valores de x;,...,x, , mas o sistema pode
sair do antigo espaco de n dimensdes. Entdo com "dentro" queremos dizer que os estados
inicial e final sdo elementos de  S[x,...,X, |. A segunda lei da termodinamica pede que os

estados 1inicial e final do movimento satisfacam a desigualdade (7.1.1). Entdo podemos
concluir que o sistema nao pode mais sair do seu estado quando este for um que maximize a

entropia dentro da subvariedade S [xl,..., X k] . Temos entdo a condig¢do:

e
n

_ . : . .
Se o estado e= (Xl,...,xk,xkﬂ,...,x )Com € S[x,,....x, ] tiver uma entropia maior

que todos os estados de S [xl,..., X k] , ele € um estado de equilibrio em relacdo

ao novo sistema de vinculos.

Na tarefa de procurar o méximo de entropia na subvariedade S[x,,...,x, |, ajuda o seguinte

critério que funciona para vinculos que ndo envolvam desigualdades:

Se o estado e = (xl,...,xk,xzﬂ,...,x") € §[x,,....x, ] tiver uma entropia maior

coor x

que todos os estados de  S[x,...,x,|, a variagdo infinitesimal &S =dS (¢)[d]

para qualquer vetor infinitesimal de T ( que € tangente a sub-

e
X seeesXg s X 41 5o X

variedade S [Xl,..., X k] ¢é necessariamente nula. Isto é
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dS(e)[@]=0 paratodo d dotipo ad=...\x,x,...x, (7.1.3).

A figura 7.3 ilustra esta situagdo.

Y

S=2 J/KK \
S5=8 J/IK—=
5=5 J/K/

N

S=4 J/IK™

Fig. 7.3 Curvas de nivel de uma fungdo
S e uma subvariedade S[Xl]. Nesta
subvariedade sdo marcados dois pontos

ex € e e dS ¢ indicado nestes
pontos. No ponto ¢,,,, que maximiza S
dentro de S [X1] o dS ¢é alinhado com

o0 espago tangente de S [x l] . Lesche

dS(e)[a]=0 paratodo @ dotipo d=...\x,x,,...x, quer dizer que o vetor dual dS(e)

estd alinhado com o espago tangente de S[xl,...,xk] no ponto (xl,...,xk,xzﬂ,...,xe )COO”.

n

Os vetores duais alinhados com o espago tangente de S|[x,,...x,] no ponto

(xl,...,xk,xiﬂ,...,xj) formam um subespaco vetorial com k dimensdes e os vetores

coor x

duais dx, (e),...dx, (¢) formam uma base neste espaco. A figura 7.4 mostra um exemplo

com n=3e k=2.

Fig. 7.4 Vetores duais alindados com o espago tangente de
subvariedade unidimensional num espaco de trés
dimensdes. O ponto e com entropia madxima na subvariedade

S[xl,xz] € marcado como bola preta e os vetores duais

dxl(e), dx, (e) e dS(e) sdomostrados.
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Entdo podemos escrever dS no ponto (xl,...,xk,xzﬂ,...,x;) como uma combinagdo

coor x

k
linear das diferencias dx,,....dx, ; dS(e)szi dx,(e) . Podemos entdo formular o
i=1

critério (7.1.3) também da seguinte forma:

e
n

Se o estado e = (xl,...,xk,xzﬂ,...,x € S[x,,....x, ] tiver uma entropia maior

)CUUT X

que todos os estados de  S[x,...,x, |, entdo existem k ndmeros A,,....,A, tal
k

que dS(e)—D A, dx,(e)=0 .
i=1

Os nimeros A,,....,A, sdo chamados multiplicadores de Lagrange.

Veremos um exemplo: imagine um cilindro finito de paredes adiabdticas cujo interior é
dividido em duas partes por um &mbolo como indicado na figura 7.5. As duas partes
contém fluidos. O émbolo ¢ adiabdtico e podemos impor sua

posi¢do externamente. O espaco de estados deste sistema tem émb°'°ﬂi°eadiabé“°°
quatro dimensdes. Podemos usar como coordenadas, por
exemplo, as energias internas U, , U, e os volumes V,, V,
dos dois subsistemas. Agora vamos relaxar os vinculos que
determinavam os estados: vamos soltar o €mbolo e vamos (v, v [v w
também tornd-lo permedvel ao calor. Permanecem entdo como
vinculados apenas a energia interna total U =U,+U, e o
volume total V =V, +V,. Um sistema de coordenadas adequadas

para tratar este relaxamento de vinculos seria

Vi Ui Ve U

émbolo mével e diatérmico

Fig. 7.5 Redugio de

vinculos.
x=U=U+U,
x,=V=V+V
g b (7.1.4)
X =U,
x, =V
Um vetor infinitesimal tangente a subvariedade S[x,,x,] tem a forma geral
a = 0x;=¢e\x,x,x, + 0x,=n\x,x,,x, = €& +MN¢, (7.1.5),

onde € e m sdo parametros infinitesimais independentes. A varia¢do da entropia seria

entao
dS=ds[a] = ¢ 95 + 1 95 (7.1.6).
ax3 X[, Xy, Xy ax4 X1 ,X,X3
O nosso sistema € seguramente separavel e temos S =5, +S, e entdo
P P,
0IS:lolU1+—1dV1 +idU2+—2dV2 (7.1.7).
T, T, T T,

1 1 2 2

Notamos que
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dUl[E3]=l, dUl[E4]:O’ d‘/l[é4]:1’ dVl[%]:O,

R . - - (7.1.8).
du,|eé,|=-1, dU,[e,]=0, dV,[¢,]=-1. dV,[é,]=0.

Inserindo isto em (7.1.7) e (7.1.6) , obtemos

1 1 P P
S = ——— |e+| L-2% 7.1.9).
(7; nj (n njn 719

Como € e m podem ser variados independentemente podemos concluir de 85 =0 que
LI
I T,
A Bl
L T

ou 7,=T, e B, =P, .Estacondi¢ao de equilibrio € o que esperamos intuitivamente.

(7.1.10),

Vamos ainda repetir a deducdo deste resultado com o método dos multiplicadores de
Lagrange. Buscamos um estado tal que existam ndmeros A, e A, tais que

ds (e)=AdU (€)=A,dV (¢)=0 (7.1.11).

Com a equagdo (7.1.7) e com dU =dU,+dU,, dV =dV,+dV, , obtemos

(%—ledUl(eH(%—kzjdVl(e)+£Ti—7ul]dU2(e)+£%—7»2jdvz(e)=0

1 1 2 2

(7.1.12).

Como os vetores duais dU, (e), dV,(e), dU,(e), dV,(e) sdo linearmente independentes

1 P 1 P,
——A =0, |2L-A, [=0, |—=A [=0, |=2-A,|=0 7.1.13
[ﬂ ‘j (n 2j (n ‘j (n 2j (7119

e comparando a primeira com a terceira equagdo podemos concluir novamente 7,=7, e
em seguida obtemos também P, = P, comparando a segunda com a quarta equagao.

segue

Relaxando apenas a adiabaticidade do €mbolo mas mantendo-o fixo no espago, teriamos
obtido a condi¢d@o de equilibrio 7, =7,. Podemos dizer que a temperatura é um pardmetro
cuja uniformidade dentro de um sistema € um critério de equilibrio em relagdo as
transferéncias de calor. Analogamente P, = P, expressa uma condic¢do de equilibrio no que

diz respeito a troca de volume.

140



7.2 Grandezas positivas

Vimos na sec¢do anterior que 8S=0 € um critério de equilibrio para sistemas
adiabaticamente fechados. Mas na verdade ndo estabelecemos nenhuma conexdo ldgica
entre equilibrio e S = 0. As conexdes l6gicas que foram encontradas eram

(85=0) < (S maximo) = (equilibrio) (7.2.1)

De certa maneira, podemos inverter a implicagdo (S méximo) = (equilibrio). Se um

estado fosse um equilibrio de um sistema adiabaticamente isolado sem ser um méiximo de
entropia, poderiamos dizer que nao definimos os vinculos adequadamente, pois neste caso
um vinculo ndo considerado seguraria o sistema no seu estado. Vamos entdo supor que 0s

vinculos sejam formulados de tal forma que valha (S maximo) < (equilibrio) .

A outra implicagdo (8S=0) <« (S mdximo) ¢é realmente apenas uma implicagdo € ndo
uma equivaléncia. Este fato é bem conhecido dos cursos de cdlculo. Um ponto com 3S =0
pode também ser um minimo, um ponto sela, ou um maximo relativo sem ser 0 maximo
absoluto. Podemos, no entanto, melhorar a condi¢do 0S = 0 acrescentando outros critérios.
O primeiro passo seria um critério para selecionar os maximos relativos comparando o
valor de S no ponto considerado com os valores de uma pequena vizinhanca. Isto podemos
fazer com ajuda da expansdo de S numa serie de Taylor em torno do ponto com S = 0.
Para isso é conveniente escrever S na subvariedade S [Xl,...,X k] como funcdo de

varidveis £*' ..., E" definidas da seguinte maneira:

X, :x‘;+§j j=k+1,...,n (7.2.2)

onde x‘ sdo os valores das coordenadas do ponto com &S =0. A serie de Taylor tem a

seguinte forma:

e e e e _
S(xl,..,xk,ka+§k+1,....,xn +§n)—

e e N 9°S (7.2.3)
S(X;’“’Xk’Xk+1"“"Xn)+_ Z = -~ ijam + ......

2j,m=k+1 axjaxm |

e

o _ . .
O termo de primeira ordem falta porque o ponto e—(xl,...,xk,xkﬂ,...,x”)wm foi

justamente escolhido de tal forma que anule as contribui¢es de primeira ordem (dS = 0).
Se a matriz de derivadas segundas na equacdo 6.15 ndo tiver autovalores nulos basta
analisar a equacdo 6.15 até a segunda ordem para descobrir se o ponto e corresponde
realmente a um mdaximo relativo. Podemos entdo fortalecer a condi¢do &S =0 com o
seguinte critério:
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e

Se o ponto e = (xl,...,xk,xzﬂ,... X ) for um maximo de S na subvariedade
coor x

>n

ox ,0x,,

J.m=k+1

n 2
S[x,,....x, ], entdo a forma quadratica Z ( ) } &, ¢ negativamente
|(’

semidefinida.

Analisaremos esta condi¢ao agora para o exemplo de um fluido dentro de um cilindro
adiabdtico e separado por um embolo em duas partes contendo cada uma a mesma
quantidade de fluido. O espago original de estados é definido com um &mbolo adiabdtico
com posi¢des fixas. Como no exemplo da seccdo anterior, consideramos as sub-variedades

S[xl,xz] que resultam se liberarmos a posicdo do émbolo e o tornarmos diatérmico.
Suponhamos que encontramos um ponto dentro de  S[x,,x,] com &8S=0. Vimos na

sec¢do anterior que este ponto € caracterizado pelas condicdes 7,=7, e P =P, . Agora

. 2’s
veremos se a forma quadratica Z [ J ﬁjﬁm neste ponto € negativamente definida.

ox,0x,,

j,m=3

|
o

Temos que calcular as derivadas segundas, todas calculadas mantendo U,+U, e V,+V,

constantes:
afas) ) _[a(1 1)) _
ox; | 0x, ) 1 o\, T,))
ZL(L] _L(_LJ R N S B
ou\7)), (U, L)), () Cn (1) G

No ponto com 7, =T, =T , temos entdo

d (9dS 1 2
_ = —= 7.2.5 9
(8}@ [BXB lﬂ} T° C, ¢ (7:2:3)

onde usamos que as duas partes do cilindro contém a mesma quantidade do mesmo fluido e
que num estado com 7,=7, ¢ P =P, temos C,,=C,,=C,. Semelhantemente

(7.2.4).

calculamos:

o fos) | (o1) (21} __t[(an) (L) | 406
dx, \ ox, ) W, 1), \V, T, ), — T\(oV ), oV, ),

Com as equacdes 2.4.23 ¢ 5.1.18 temos
or @Uj T(SITJJ -
( j — NV v (7.2.7).
U

v (auj C,
T ),
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Inserindo isto em (7.2.6) eusando 7, =7, ¢ P =P, obtemos

d [ dS 1 oP 2
R e ——— | pP-T| = |£L= 7.2.8).
(axzt(a)% L J Tz[ (aTjVJCV i o

Falta a Gltima derivada segunda:

AN
9 [95 NN N | 1 (7.2.9).
ox, \ ox, . ox, \T, T, aV, av,
—4 0, v,
Temos
aP
T :l(a_Pj _ELB_TJ _
A% T\oV ), T*\0V ),
. (7.2.10).
zl(a_l’j ; l(a_Pj _P (B_Tj
T\oV ), \T\oT ), T> )\oV),
E, com a equacgdo (7.2.7), a tltima expressao pode ser escrita como
P ’
o 2 (T(BTJ _Pj
T l(_Pj _ Jy (7.2.11).
oV T\9V ), T°C,

U

Inserindo este resultado na equagdo (7.2.9) eusando 7, =7, e B =P, , obtemos

P—T(oP/3T).)
0 (98 =3£3_Pj _(P-T( : ) 2 (7.2.12).
avilav, ), | —Tlav), T C,

(€, @)(j Zj@j (7.2.13)

¢ negativamente semidefinida' se e s6 se a<0 e ab—c>>0. Com a equagdo (7.2.5),
podemos ver que a condi¢do a <0 é equivalente a C, =0 . Juntando os resultados (7.2.5),
(7.2.8) e (7.2.12), obtemos para o determinante

A forma quadratica

ab—c* =—i3(a—Pj e (7.2.14)
T T CV

1 P ¢« o~ g L . . .
Exercicio: mostre que esta condi¢io é necessdria e suficiente!
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Supondo que C, >0, a condicio ab—c”>20 significa que (dP/dV) <0 , ou seja, a

compressibilidade isotérmica ndo pode ser negativa. Esta é uma consequéncia
surpreendente da segunda lei da termodinamica: o simples fato que uma substancia € capaz
de estar em equilibrio com sigo mesma em relacdo a troca de calor e volume requer que a
capacidade térmica a volume constante e a compressibilidade isotérmica sejam nao
negativas.

7.3 A energia livre B.Lesche

Vamos relembrar a situagdo estudada nas secdes 7.1 e 7.2. Consideramos um sistema cujos
estados de equilibrio eram mantidos com vinculos externos de n parametros. Relaxamos
estes vinculos externos de n parametros fixando apenas os valores de k coordenadas
X, Xy, ...x, , com k<n, e deixando as coordenadas x,,,, ...x, livres. Frente a estes

n

vinculos fracos, um ponto genérico da sub-variedade

S[x.0x,] ={(§l,...,§n)coorx &, =X,,.0n &, =xk}

ndo seria mais um ponto de equilibrio do sistema. Partindo de
(xl,...,xk,xkﬂ,...,xn) € §[x,,....x, ], o estado do sistema deslocar-se-ia num processo

coor x

e
n

e terminaria num outro ponto e = (xl,...,xk,xiﬂ,...,x ) € S[xl,...,xk] . Afirmamos que
coor x

se os vinculos que permanecem fossem tais que o sistema pudesse executar apenas
processos adiabaticos, a entropia do sisttma ndo poderia diminuir neste processo. Esta
observacdo levou a caracterizacdo do novo ponto de equilibrio e como um ponto que
maximize a entropia dentro de S[x,,....x,].

Agora vamos estudar um relaxamento de vinculos tal que o novo sistema de vinculos
permita apenas processos "isotérmicos". Temos que explicar melhor o que queremos dizer
com "isotérmico". Na verdade o sistema executard um processo saindo dos estados de
equilibrio e com isso ndo ha nem sequer temperaturas bem definidas durante o processo. O
que queremos dizer com isotérmico € que os estados inicial e final tém a mesma
temperatura 7 e que o sistema estd sempre em contato térmico com um reservatorio
térmico ideal com a temperatura 7. Lembramos que a distribui¢do de calor dentro de um
reservatério térmico ideal é supostamente tdo rdpida que a superficie do reservatério
térmico que encosta no sistema mantém sempre a mesma temperatura 7 do reservatorio.
Estamos entdo discutindo um caso idealizado; e uma situacdo experimental real pode ser
descrita por este caso ideal apenas de maneira aproximativa. Para que uma situagdo
experimental seja bem descrita pela idealizagdo isotérmica precisamos que todos o0s
processos do sistema ocorram muito lentamente em comparacdo com a escala de tempo
caracteristica pela distribui¢do de calor no reservatdrio térmico real. Da mesma forma,
discutimos um caso idealizado nas secdes 7.1 e 7.2 . Na verdade ndo existe um
isolamento adiabdtico ideal. No caso dos vinculos adiabdticos os processos t€m que ser
rdpidos em comparacdo com tempos caracteristicos de troca de calor.
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Relaxando entdo os vinculos mantendo um conjunto de vinculos isotérmicos, vamos, em
geral, provocar um processo que leva o estado do sistema de um estado inicial

¢, € 8[x,,...x,] a um estado final e, € S[x,,...,x,| . Para este processo, vale a

desigualdade (4.6.15). Como ha s6 um tnico reservatorio térmico envolvido no processo,
podemos reescrever a desigualdade (4.6.15) na seguinte forma:

%SSﬂm— N (7.3.1).
Substituindo a definicdo de Q (equagdo 3.2.5) e multiplicando com 7', obtemos
v,,-u,-w <18, -TS, (7.3.2).

As temperaturas dos estados ¢, e e, coincidem com a temperatura 7' do reservatorio.

Entéo podemos escrever T,

todos os termos da forma A, — A,

m

S im— T, S, no lado direito de (7.3.2). Podemos juntar agora
introduzindo a seguinte funcio de estado:

F=U-TS (7.3.3)

chamada energia livre. Com F a desigualdade (7.3.2) toma a forma

-W < —(F,,-F,) (7.3.4)

fim

W =-W é o trabalho fornecido pelo sistema durante o processo. Entido podemos interpretar
a desigualdade (7.3.4) da seguinte forma: a diminuicdo da energia livre € o limite superior
de trabalho que um sistema pode fornecer durante um processo isotérmico entre dois

- F

in

estados dados. Este fato justifica o nome de energia livre, pois —(F ) mede a

fim
energia disponivel (ou livre) para trabalho isotérmico entre dois pontos e, € e, .. Lesche
Uma vez que um sistema estd num estado e, € S[x,,...x,] que minimiza F dentro da
subvariedade S[x,,..,x,], ndo podemos mais ganhar trabalho do sistema. O sistema

pode sair do estado e . apenas com processos que transferem energia em forma de

min

trabalho para o sistema, pois neste caso a desigualdade (7.3.4) pode ser escrita na forma:
w > (F

o ) = 0 (7.3.5)

Esta observacdo leva agora a um novo critério de equilibrio:

-F

minimo

Se o conjunto de vinculos fracos for isotérmico e além disso ndo permitir qualquer
tipo de trabalho, entdo pontos que minimizam F dentro da subvariedade

S[x,,....x,] sdo pontos de equilibrio.

A exploragdo matemdtica deste critério de equilibrio com métodos de multiplicadores de
Lagrange, de expansao em série de Taylor etc. € inteiramente andloga aquela que estudamos
no caso do maximo da entropia; ndo vamos entrar novamente nos detalhes deste tipo de
andlise. Mas vamos discutir uns exemplos fisicos que ilustram o uso da energia livre.
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J4 nos primeiros cursos de mecénica, procuramos pontos de equilibrio de sistemas, como
péndulos, carrinhos em montanhas russas etc. . Sabemos que os pontos de equilibrio
estaveis correspondem aos minimos de energia potencial. Se tratarmos estes exemplos
como sistemas termodinamicos e se incluirmos a energia potencial na sua energia interna,
esta condi¢do de equilibrio € perfeitamente compativel com o critério de equilibrio que
acabamos de formular com a energia livre. A entropia destes sistemas mecanicos €
praticamente constante e a parcela —7S ndo influencia no critério de equilibrio. Agora
veremos um exemplo em que a contribuicdo entropica ndo € desprezivel. Considere um
cristal idnico como, por exemplo, NaCl. Se cada ion estivesse isolado no mundo, o campo
elétrico em torno do fon teria um contetido energético enorme. Uma configuracio com
muito menos energia eletrostdtica € formada quando os fons se agrupam num cristal em que
cada fon positivo € compensado por um vizinho negativo. Desta forma a configuracao
estavel € o cristal. Mas, por outro lado, lembrando da interpretacdo da entropia como
medida de desordem, devemos esperar que o cristal tenha uma entropia menor que uma
“sopa” desordenada de fons. Mas, se a temperatura ndo estd muito elevada o termo
entrépico —7S ainda ndao € o dominante e a configuracdo de equilibrio é o cristal. Se
elevamos a temperatura acima de 1674K (801°C), a parcela —T'S é mais importante e o sal
derrete. Pode-se alterar a competi¢do entre os termos U e —TS também de outra forma
sem ter que se elevar a temperatura tanto. Se jogamos o cristal de NaCl na dgua, a parcela
de energia eletrostatica é reduzida pelo fator da constante dielétrica da dgua (=80 ). Sendo a
parcela de U agora 80 vezes menor, a parcela —7S ganha mesmo numa temperatura
moderada e a rede cristalina € desfeita — o sal se dissolve na dgua.

O critério de equilibrio da minimizacdo da energia livre pode ser entendido também do
ponto de vista da maximizacdo da entropia. Basta envolver o sistema G junto com o
reservatorio térmico ® num invélucro adiabético. Entdo o sistema conjunto X =0c® O
ficaria num equilibrio determinado pela maximizac¢do da entropia do sistema total X.
Quando o sistema & vai de um estado energético para um estado de menor energia, o

reservatorio térmico ©@ fica com a diferenca de energia U, —U ;, e aumenta sua entropia
por (Um -U,, )/T . Mas o sistema ¢ diminui sua entropia nesta transi¢do. O equilibrio €
determinado pelo maximo da entropia total. Maximizar (Sﬁm—Sm)+(Um -U ﬁm)/ T ¢
obviamente equivalente a minimizar (U fim —TSﬁ.m)—(U . —T8S,, ). Entdo quando o sal fica

na forma cristalina € porque o reservatorio térmico fica com esta op¢cdo muito entrépica.
Mas quando o sal derrete ou se dissolve, a entropia do préprio sal é mais importante do que
a entropia do reservatdrio.

Vamos agora estudar a introducdo da energia livre de um ponto de vista formal. Para um
sistema com n—1 varidveis de trabalho x,, ....x,_, , temos

_ n—1
W=>w dx, (7.3.6),
=1

cujos coeficientes w, sdo um ingrediente essencial para a termodindmica de um sistema.
Sempre supomos que a forma diferencial (7.3.6) seja conhecida para um dado sistema.
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Com a segunda lei da termodinamica e com a defini¢do da forma diferencial do calor
reversivel, podemos escrever dU da seguinte forma:

n—1
dU =TdS+)_w, dx, (7.3.7).

=1

Naturalmente podemos escrever dU em qualquer outro sistema de coordenadas y,,...y,.

2 oS ! ox
dUu = T| — —L d 7.3.8).
;{ [a ] +l:1Wl(a)’) } yr ( )
r/yar r/yar

Mas a formula (7.3.8) requer além da expressdo bdasica (7.3.6) e da equagdo da segunda lei

também o conhecimento das derivadas (BS / ay,)w e (Bxl / 8yr)yﬁr. Portanto podemos
considerar a representacdo (7.3.7) de dU como mais fundamental que a representacdao
(7.3.8). Vamos definir as variaveis S, x,,....x,_, como coordenadas naturais para a
funcdo U.

Vamos escrever a diferencial da energia livie dF =d(U —TS) = dU —(dT)S — TdS . Com
(7.3.7) obtemos

n—1
dF =—S dT +)_w, dx, (7.3.9)
=1

Esta representacdo é a consequéncia direta da relacdo bdsica (7.3.6) e da equacdo da
segunda lei e ndo envolve nenhum conhecimento extra de derivadas do tipo (as / E)y,) e

yor

(ax, /ay,) . Podemos entdo chamar T,x,.....x,, as coordenadas naturais de F. A
yor

substituicdo de U por F € entdo acompanhada por uma mudanga de coordenadas naturais

S, XX, s Xy e x,_,. Este tipo de transformacdo de coordenadas é conhecido

como transformagdo de Legendre. Esta segue o seguinte esquema. Seja A uma fungdo

num espaco de n dimensOes. Suponhamos que certas coordenadas x,, ...x, sejam

especialmente apropriadas para a representacdo de A. Entdo x,, ...x, sdo as coordenadas
naturais de A. Em termos destas coordenadas, temos

dA=a, dx, (7.3.10).

=1

Se formamos agora uma funcdo B=A-a,x, temos

n—1
dB=Ya, dx,—x, da, (7.3.11),
=1
e as coordenadas privilegiadas de B sdo x,,....x, ,,a, . Naturalmente podemos fazer
transformacdes de Legendre com mais de uma varidvel. Formando uma fungdo
C=A-x,a,—x,_,a, —..x,a, temos
n—1 n
dC=>a, dx,— ) x da, (7.3.12),
=1 I=k
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e as coordenadas naturais de C sdo x,,....x,_;,q,,....d

nt

Qual € a vantagem de se terem coordenadas naturais? A ideia é que se um dado problema
for formulado em certas coordenadas, serd vantajoso usar uma representacdo da
termodinamica que use justamente estas coordenadas como coordenadas naturais. Vejamos
um exemplo. Na seciio 5.1 calculamos a derivada (0U /9dV), em termos de grandezas da
equacdo de estado térmica. As coordenadas do problema sdo V e T (pois trata-se de uma
derivada do tipo (d/9dV); ). Entdo deve ser vantajoso partir da energia livre que usa
justamente estas varidveis como coordenadas naturais. Temos

dF =-SdT —PdV (7.3.13).
Aplicando o teorema de Clairaut e Schwarz nesta equagao obtemos
(a_sj =(3_Pj (7.3.14).
av ), \dT ),
Por outro lado temos
ds =ldU +£dV (7.3.15)
T T
€ entao
(B_Sj ;(a_Uj +£(3_Vj ;(a_UJ P (7.3.16)
ov), T\dV ), T\oV ), T\JV ), T
Inserindo (7.3.16) em (7.3.14) j4 fornece o resultado desejado:
l(a_Uj +£=(3_Pj (7.3.17)
T\oV ), T \0T),
ou
(B_Uj :T(B_Pj p (73.18)
avV ), oT ),

que € a equacdo (5.1.18), desta vez deduzida sem os termos um tanto complicados das
equagdes (5.1.16) e (5.1.17).
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7.4 A entalpia e o efeito Joule-Thomson

Para um sistema que contém o volume como uma das varidveis de trabalho, temos

n-2
dU =TdS —PdV + ) u, dx, (7.4.1)

=1
Para um fluido simples isto se reduz simplesmente a
dU =TdS -PdV (7.4.2).

n=2
Podemos incluir o termo extra Zu, dx, para permitir casos mais gerais sem nos preocupar
=1

por enquanto com qual seria o significado fisico deste termo. Na secdo anterior,
conhecemos a transformacao de Legendre associada a introdu¢do da energia livre. De forma
andloga, podemos agora fazer uma transformacgao de Legendre que troque o papel de P e
V. A funcdo de estado que induz esta transformacao €

H=U+pV (7.4.3)

H é chamada de entalpia. Com (7.4.1) obtemos para dH

n—-2
dH =T dS +V dP+_u, dx, (7.4.4)
=1

e as coordenadas naturais de H sdo S, P, x,...x, , .

Numa aplicagdo de dH num vetor que mantém P e os x, constantes, contribui apenas o
primeiro termo T'dS = Q. Portanto temos

(a—Hj :dH[lST:S\P,x}:Q{lST:S\P,x}:CP (7.4.5)
T ), € €
oH
—| =cC 7.4.6
(aT j ,, (740

Este resultado significa que podemos medir variagdes da entalpia AH=H, —H, para

estados E, e E, com amesma pressdo com processos reversiveis isobdricos facilmente.

fim

Mesmo com processos irreversiveis isobdricos, podemos medir variagdes de H. Para isso
introduzimos o sistema num reservatorio de pressdo ideal. Um reservatorio de pressao
ideal € algo andlogo ao reservatdrio térmico ideal. O reservatdrio de pressao ideal mantém
uma pressdo constante. Uma boa aproximacdo de um reservatério de pressdo ideal € a
atmosfera no laboratério. E claro que qualquer reservatério de pressdo real pode apenas
aproximar a idealiza¢do e a qualidade da aproximacdo depende novamente de escalas de
tempo. Para se ter uma aproximacgdo boa, tem-se que se limitar a processos que envolvam
mudancas lentas de volume. Explosdes, por exemplo, ndo se encaixam nesta categoria de
processos. Para um processo suficientemente lento de um sistema dentro de um reservatorio
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de pressdo P, tem-se o trabalho de volume W, =-P (Vﬁ.m —Vm) mesmo que O Processo
contenha elementos irreversiveis. Se nao houver outros tipos de trabalho vale entdao
Hﬁm - Hin = Uﬂm _Uin + P(Vﬂm _‘/in ) = Q (747)

Percebemos certa analogia com a energia interna:
Sabemos que trabalho nio € uma fun¢do de estado. Trabalho € associado a um
processo e em geral o valor depende ndo apenas dos estados inicial e final do
processo. Mas existe uma classe de processo, os processos rapidos entre paredes
duplas com vacuo e espelhados, que permite associar uma fun¢do de estado ao
trabalho U, U, = W,

in— fim *

Analogamente temos agora:
Sabemos que calor ndo é uma fung¢do de estado. Calor € associado a um
processo e em geral o valor depende ndo apenas dos estados inicial e final do
processo. Mas existe uma classe de processo, os processos com P=const. e
somente usando trabalho de volume, que permite associar uma funcao de estado
aocalor H, —H, = 0, ..

Este fato justifica o nome entalpia (10 0Ant0og = o calor ). e

Entdo podemos determinar AH = H, —H, calorimetricamente. E claro que este tipo de

experiéncia € limitada a pares de estados E, e E, com a mesma pressdo. Mas na sec¢do

fim
7.6 mostraremos como a dependéncia de H com P pode ser determinada. Para um fluido
simples, podemos determinar (0H / aP)T com dados da equacdo térmica de estado. Por

causa da facilidade de experiéncias isobdricas, encontramos, por exemplo, na literatura
quimica, mais frequentemente dados de H do que de U.

Uma aplicacdo importante da entalpia é o efeito Joule*>~Thomson®. O processo de Joule-
Thomson € uma expansao irreversivel e adiabdtica de um gas tal que os valores da entalpia
dos estados inicial e final sdo iguais. Neste processo um gds sai de um cilindro 1 com uma
pressdo B, através de um tampdo poroso e entra num cilindro 2 com pressdo P, <F,

(compare a figura 7.5).

? James Prescott Joule (1818-1889) Contribui¢des importantes na fisica: primeira lei da termodindmica,
efeito Joule, magnetostric¢@o, elaborou com Kelvin a escala absoluta de temperatura. s cwme
* William Thomson, Lord Kelvin (1824-1907) Contribuicdes importantes na termodinimica e engenharia.
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Fig. 7.5 Processo de Joule-
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Todo equipamento tem
paredes adiabdticas assim que Q do processo € zero. Desta forma temos

Uﬁm - Uin =W (74.8)
ou

Uin +‘/m pin = Uﬁm +Vlm pﬁm (7-49)

Isto significa que o processo conserva a entalpia.

Notamos que durante o processo as parcelas do gas dos cilindros 1 e 2 nao estdo em
equilibrio uma com a outra. Entdo o processo de Joule-Thomson nao é reversivel mesmo

executando-o lentamente com um tampdo de poros finos. Temos H, =H,, , entdo o

processo de Joule-Thomson liga dois pontos na mesma curva de H =const. . Mas o
processo ndo segue continuamente uma curva H = const. , pois durante o processo o
estado sai do espaco com coordenadas P e T e entra num espago com duas pressdes e
duas temperaturas.

Originalmente a experiéncia de Joule-Thomson foi usada para verificar o resultado da
experiéncia de Joule da expansdo livre de gases. A experiéncia de Joule-Thomson pode
essencialmente fornecer a mesma informacdo. Por exemplo, para um gés ideal temos
U=U(T) e o produto PV também é apenas uma funcdo da temperatura. Entdo, para um
gés ideal, temos H = H(T); e num diagrama P-T as curvas H = const. sio idénticas
com as curvas T = const.. Isto significa que a temperatura de um gés ideal ndo muda num
processo de Joule-Thomson. A situacdo € diferente com gases reais. A figura 7.6 mostra um
esboco de curvas de H = const. para um gés real. Conectando dois pontos de uma curva de
entalpia constante, podemos mudar a temperatura.
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T Fig. 7.6 Curvas de H = const..
Numa curva sdao marcados dois
pontos que podem ser estados
inicial e final de um processo
Joule-Thomson que leva a um
esfriamento do gis. Note-se que
nido em todo espaco de estados o
processo de Joule-Thomson leva a
. um esfriamento.

De fato o processo de Joule-

p.._ p. p Thomson €é usado na criogenia

para se liquefazerem gases. Usa-se

um método desenvolvido por W. Siemens® que combina o efeito Joule-Thoms2220n com

uma troca de calor por um processo contracorrente. Para se chegar, por exemplo, ao ponto

de se liquefazer ar, hd que se aplicar o processo de Joule-Thomson vdrias vezes

reconduzindo o ar do cilindro 2 através de uma bomba de volta para o cilindro 1. A ideia é

naturalmente de fazer esta transferéncia a temperatura atingida no cilindro 2 de tal modo

que vdrias repeti¢des deste processo levariam a uma sequéncia de pontos indicada na figura
7.7.

T

Fig. 7.7 Uma sequéncia de processos de Joule-
Thomson alternados com compressdes
isotérmicas. Na verdade as compressdes
isotérmicas requerem alguma bomba de calor
para remover a energia de compressio. Poder-se-
ia também fazer o passo nimero n+l apenas
com uma fra¢do pequena do gis do passo niimero
n usando o resto como reservatério térmico na

| | compressdo.

P, P P Mas ~na prétifca seria  impossivel

comprimir o gis a uma temperatura

atingida no passo anterior. Usa-se entdo uma bomba a temperatura ambiente e a

temperatura baixa € transferida para o gds que entra no processo de Joule-Thomson pelo gés

que sai do processo através de um trocador de calor contracorrente como mostra a figura
7.8. Desta forma a seqiiéncia discreta da figura 7.7 € substituida por um esquema continuo.

Na seg¢do 7.6, veremos como se constroem as curvas H = const. a partir dos dados de C,

e da equagdo térmica de estado.

* Ernst Werner von Siemens (1816 —1892)
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bomba processo
oule-Thomson

-
— ||
L P ——

trocador de calor -

saida
| do ar liquido
pré-esfriamento
Fig. 7.8 Esquema de uma maquina de liquefazer ar com o processo de Siemens
7.5) A entalpia livre -

Na secdo 7.3 fizemos a transformacdo de Legendre trocando o papel de S e T e na secdo
7.4 a transformacao trocando p com V. Podemos agora juntar as duas transformagdes
introduzindo a entalpia livre

G=U-TS+PV (7.5.1)
A diferencial de G é

n—2
dG=—SdT +V dP+) u, dx, (7.5.2)
=1

com as coordenadas naturais T, P, x,,...x,_, .

Novamente podemos motivar esta transformacdo fisicamente com um relaxamento de
vinculos. Desta vez os vinculos restantes seriam isotérmicos e isobdricos. Isto significa que
o sistema estd mergulhado dentro de um reservatdrio térmico ideal e o reservatorio de
pressdo ideal. Lembramos novamente que a aplicagdo a casos concretos requer uma anélise
se estas idealizacdes sdo uma descri¢ao razodvel para os processos estudados. Suponhamos
que o sistema execute um processo E, — E . sob vinculos isotérmicos e isobdricos.

fim
Vale a desigualdade
% <S8 —Su (7.5.3)
O trabalho volumétrico dentro do reservatério de pressdo ideal é W, =—P (Vﬁ.m —Vm)
=-P,,V;, +FB,V, . Além do trabalho volumétrico pode haver outros tipos de trabalho

W’. Temos entao
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_(Uﬁm _Uin + Pflﬂ’l Vﬁm _En ‘/in _W,) < Sflm _Sin (7'5'4)
ecom T'=T, =T,
-W'<-(G,,-G,) (7.5.5)

Esta desigualdade tem a seguinte interpretacao:

O trabalho ndo volumétrico fornecido pelo sistema num processo isotérmico e
isobdrico entre estados E, e E, dados ¢ limitado pela diminui¢do da entalpia

livre.
Especialmente podemos concluir:

Com vinculos isotérmicos e isobdricos que ndo permitem nenhum trabalho nio
volumétrico, pontos que minimizam G na subvariedade S[x,,...,x,] sdo

pontos de equilibrio.

No capitulo 8, usaremos este critério freqiientemente.

7.6) Os potencias termodindmicos e as relacdes de Maxwell

Na secdo 5.1 afirmamos que a forma explicita da funcio

U=U(S,x,....x,) (7.6.1)
contém toda informacgdo da termodinamica de equilibrio de um sistema cujas varidveis de
trabalho sdao x_,....x, . Podemos afirmar o mesmo para as func¢oes

F=F(T,x,..x,_) (7.6.2)

H=H(S, P,xl,....xn_z) (7.6.3)
G=G(T,P,x,...x,_,) (7.6.4)

As fungées U, F, H,e G consideradas ndo como fun¢des no espago dos estados, mas
como funcdes das suas varidveis naturais, sdo chamadas potenciais termodindmicos.
Analogamente podemos ainda fazer transformacdes de Legendre com as outras varidveis
X,,....x, , € podemos formar mais potenciais termodinamicos, cada um sendo fun¢do das
suas varidveis naturais. A tabela seguinte contém os principais potenciais, suas diferenciais
e coordenadas naturais:

154



Nome Defini¢ao Diferencial Varidveis nat.

Energia interna U Primeira Lei dU =T dS —PdV +_u, dx, S, V, x
Energia livre F F=U-TS dF ==SdT —PdV + ) u,dx, T,V, x
Entalpia H H=U+PV dH =T dS +V dP + ) u, dx, S, P, x

Entalpia livre G G=U+PV-TS dG==SdT +VdP+Y u, dx, T, P, x

As vezes obtemos uma das funcdes U, F, H, G a partir de um modelo microscopico em
termos de varidveis que ndo sdo as coordenadas naturais. Um caso frequente €, por
exemplo, que o modelo microscépico fornece U em funcdo de 7 e V. Entdo ainda ndo
teriamos um potencial termodinamico. Nestes casos € util poder relacionar os potenciais

entre si. Veremos um exemplo: temos F=U —-TS mas com JF=-SdT -PdV + Y u,dx,

podemos identificar —S com a derivada (dF /9T), , . Entdo obtemos

U=F —T(a—Fj (7.6.5)
oT ), .
De forma andloga podemos escrever
U :G—T(a—Gj _p(a_Gj (766
aT ), oP ),
e
H= G—T(a—Gj (7.6.7)
aT ),

As relagdes (7.6.5), (7.6.6) e (7.6.7) sdo chamadas relacoes de Gibbs-Helmholtz. Podemos
ainda escrever (7.6.5) na seguinte forma

d0(F/T
22=£2_l(a_Fj __[o(r/T) (7.6.8)
T° T° T\OJT),, oT -
Integrando (7.6.8) sobre um caminho com V = const. , obtemos
F U
—= - —dT + A(V 7.6.9
T V=L'J:)nsL T2 ( ) ( )
ou
U
F=-T [ —dT +TA(V) (7.6.10)

V=const.

A equacdo (7.6.7) pode ser integrada em forma andloga.
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