9 Sistemas com troca de matéria

9.1 DefinicOes basicas da termodindmica de sistemas abertos

Até agora consideramos exclusivamente sistemas termodindmicos que ndo podiam
trocar matéria com o ambiente. Esta limitacdo facilita a introducdo dos conceitos
basicos. Agora vamos estender a termodinamica a sistemas abertos que podem receber
ou perder matéria. Primeiramente veremos os problemas que esta nova liberdade
representa.

Toda termodinamica de equilibrio é baseada nas no¢des de energia interna e entropia. A
defini¢do destas duas grandezas é comprometida quando se permite troca de matéria. A
energia interna era definida através de processos adiabdticos. Mas dois estados de um
sistema aberto que diferem no conteudo de matéria certamente ndo podem ser
conectados por um processo adiabatico. No momento em que matéria entra ou sai do
sistema ndo se tem mais controle sobre fluxos de energia fora dos fluxos de trabalho.
Este mesmo argumento prejudica a definicdo da entropia. Sem energia interna nao se
tem a nocdo de calor e sem a forma diferencial de calor reversivel, a nossa definicao de
entropia ndo pode ser formulada. Temos que definir U e S.

Num sistema aberto para entrada e saida de matéria, podemos usar nimeros de
particulas das espécies quimicas envolvidas como coordenas. Claro que ndo sdo todas as
coordenadas; mas os ndmeros de particulas formam um subconjunto das coordenadas.

Por exemplo, poderiamos usar P, T e certos numeros de particulas N, ,, N, , N, ,
N, etc. . E no espirito das descricdes macroscopicas que trataremos os numeros de

particulas como varidveis continuas. Quando variamos as demais coordenas, por
exemplo, P e T mantendo todos os nimeros de particulas constantes, formamos sub-

variedades S[N,,N,,....N,|. Num sistema com k espécies quimicas, cada k-upla de

nimeros de particulas <N1,N2,....Nk> define uma destas subvariedades. Enquanto o

estado do sistema fica dentro de uma destas subvariedades podemos tratar o sistema
como um sistema fechado e dentro de cada uma destas subvariedades as funcdes U , S,
F, H e G sao definidas. Mas como estas definicdes envolvem sempre uma constante
arbitrdria, ndo temos, por enquanto, como comparar valores entre diferentes sub-

variedades. Entdo, se a k-upla de valores <N1,N2,....Nk> for diferente da k-upla
<N1,N2,....N k> , ndo sabemos como determinar a diferenca de entropia S (E ) -S (E ) ou
a diferenca de energia interna U(E)—U(E) de dois estados Ee€ S[N,,N,,...N,] e
Ee S[Nl,ﬁz,....ﬁk]. Mas para estados E, E° na mesma subvariedade
Ee 8[N,,N,,...N,], E’e 8[N,,N,,...N,] sabemos como se medem S(E)—S(E’)
e U(E)-U(E’). Temos que dar uma prescrigdo como S(E)-S(E) e U(E)-U(E)
devem ser medidos no caso Ee S[Nl,Nz,....Nk] e Ee S[NI,NZ,....NJ. Esta
prescri¢do serd baseada nas seguintes defini¢oes: s

Sejam ©, e o0, dois sistemas termodindmicos separados por uma
distdncia grande. Os estados E,, E, destes sistemas sejam tais que as

energias e entropias tenham valores U, (E,), U,(E;) ¢ S,(E,),
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S, (E,) respectivamente. Chamaremos o estado do sistema X=0,®G0,
que consiste na jun¢do dos dois sistemas de E,®E, , enquanto o0s

sistemas ©, € O, se encontram nos estados E,, E, e um bem afastado

do outro. Nesta situagao definimos: a energia interna e a entropia do sistema
X=0,®0, noestado E,®E, valem U(E,®E,)=U,(E,)+U,(E,).,

def .

S(EA®EB) SA(EA)+SB(EB)

def .

O sistema X=0,®0, tem uma composicdo quimica diferente de cada um dos
sistemas 6, e O, . Por exemplo, se ¢, continha 1,0 molde H,O e o, 3,5 mol
de H,O , osistema X teria4,5 molde H,O. Entdo a defini¢do dada acima relaciona
energias internas e entropias de sistemas de numeros de particulas diferentes. Por
enquanto temos U e S somente para o estado muito especial E,®E, que
corresponde a dois sistemas afastados. Mas uma vez que consideramos G, € Oy,

juntos como um novo sistema, podemos em principio explorar os valores de U e S
deste sistema com os métodos que aprendemos no curso até agora. Pois X=0, ®c, é
agora um sistema no qual ndo entra nem sai matéria. Entdo sabemos como medir U e
S. Podemos especialmente medir estas grandezas para estados nos quais os dois
sistemas ndo estdo mais afastados um do outro. Inclusive podemos permitir que as
substancias dos sistemas se misturem. Para medidas de S estas misturas devem ser
efetuadas de forma reversivel.

Poder-se-ia dizer que esta maneira de definir diferencas de energia interna e entropia
entre estados com diferentes nimeros de particulas ndo resolve nada porque cada um

dos sistemas G, e ©, tem suas prOprias constantes arbitrdrias de valores de

referéncia, o que mantém o resultado final bastante arbitrario. Mas existe um argumento
para reduzir esta arbitrariedade. Imagine que G, seja um sistema com espécies

quimicas a, b, c, ........... h. Queremos comparar os valores de energia interna e entropia
de dois estados que diferem, por exemplo, no nimero de particulas de uma das espécies
e que tém os mesmos valores das demais espécies e da pressdo e da temperatura. Por

exemplo, queremos aumentar o nimero de particulas da espécie a por um AN, .
Podemos usar como sistema 6, um que contenha apenas a espécie a e contenha
exatamente AN particulas. Claro que o sistema G, tem as suas constantes arbitrarias
U, ., S, nas defini¢gdes da energia interna e entropia. Mas podemos evitar que para
cada valor diferente de AN, aparecam outras constantes arbitrdrias. Podemos escrever
todos os possiveis valores de AN, como multiplos inteiros de uma quantidade minima

€ , que pode corresponder a resolu¢do dos aparatos experimentais que medem

a’

quantidades de matéria.

AN, =n¢g, com neN (9.1.1)

Podemos agora usar como sistema G, ajuncdo 6,=0, ®0, ®0c, ®....... ®o, de
n fatores

n sistemas idénticos ©, , todos contendo €, particulas da espécie a e todos no

a

mesmo estado. A energia interna e a entropia do sistema G, sdo consequentemente 7
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vezes a energia interna e a entropia do sistema €,. Continuamos com constantes
arbitrdrias de U e S do sistema €,. Mas ndo temos mais constantes arbitrarias

independentes para cada diferente valor de AN,. Com isto terfamos uma constante

arbitriria para U e uma para S para cada espécie quimica. Podemos reduzir o nimero
de constantes arbitrarias mais ainda considerando a possibilidade de transformar
espécies quimicas com reacdes quimicas dentro de sistemas que ndo trocam matéria
com o ambiente. Com isto precisamos constantes arbitrdrias apenas para os elementos
quimicos. Enquanto excluimos a possibilidade de transformar elementos com reacdes
nucleares, ndo podemos reduzir o nimero de constantes arbitrarios mais ainda.

Tendo defini¢cdes para U e S, podemos escrever a diferencial da energia interna nas
coordenadas naturais. Além da entropia e do volume, aparecem agora também os
nimeros de particulas. Ndo consideraremos aqui outras grandezas como magnetizacao,
campo elétrico etc. , mas elas poderiam aparecer também. Temos entdo para um
sistema com K espécies

K
dU = TdS—PdV+), U dN, (9.1.2).

I=1 1/SV.N,

As derivadas novas, que aparecem nesta diferencial sdo chamadas de potenciais
quimicos e estes costumam ser representados pela letra W:

oUu
K, i 8_]\71 (9.1.3)

SV.N_,

A existéncia de constantes arbitrdrias na definicdo da energia interna para sistemas
abertos para troca de matéria implica que os potenciais quimicos s@o também definidos
somente médulo uma constante arbitraria. Somente diferencas de potenciais quimicos
interessam na prética. Isto justifica o nome potencial quimico. As mesmas
transformagodes de Legendre, que nos levaram a energia livre e a entalpia livre, podem
ser feitas aqui. Especialmente a entalpia livre € muito usada no tratamento de sistemas
com troca de particulas.

K
dG = —SdT +VdP+) u,dN, (9.1.4)
=1

Os potenciais quimicos podem correspondentemente ser escritos também como
derivadas da entalpia livre:

oG
W = N (9.1.5)
Nl T,P,N_,
Ocasionalmente podemos usar também a energia livre. Temos
K
dF = —SdT—PdV+) u,dN, (9.1.6)

=1
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oF
b = |=— 9.1.7).
Z (aNl jT,V,N_‘,

9.2 Condicoes de equilibrio em relacdo a troca de particulas dentro de um sistema. srese

Consideremos um sistema ¥ composto de F partes 61, G2, ...COF , que podem trocar
matéria. O sistema todo nao pode trocar matéria com o ambiente. Entdo podemos
aplicar as desigualdades da termodindmica de sistemas sem troca de matéria no sistema
todo. Se ¥ estd em contato com um reservatorio térmico e € mantido com pressao
constante, sabemos que a entalpia livre de X deve ser minima no equilibrio. Se as
interfaces foram despreziveis, a entalpia livre de ¥ € a soma das entalpias dos
subsistemas.

F
G* =) G” (9.2.1)
j=1
No equilibrio a varia¢do de primeira ordem da entalpia livre deve ser zero. Imaginando
transferéncias infinitesimais das espécies entre os subsistemas, temos a condi¢do
necessaria de equilibrio
K F aGGi ) F ) )
0 =38 =>> 8N, = D> ud Ny (9.2.2),

Gi
=1 i=1 aNel I=1 i=1

onde WS € o potencial quimico da espécie el no subsistema Gi e ONJ a variagdo

do nimero de particulas da espécie e/ no subsistema Gi. Mas nem todos os SN sdo

independentes. O nimero de particulas de cada espécie deve ser conservado (vamos
supor que ndo haja reacdes quimicas). Entdo temos K vinculos:

F
D8NG = 0 para [=12,..,K (9.2.3).
i=1

Podemos introduzir um multiplicador de Lagrange [i,, para cada um dos K vinculos e
escrever a condi¢do de equilibrio na forma

K F

K F
DG NG =D D, NG = 0 (9.2.4).
i =1

=1 i=1 =1 i

Com a presenga dos multiplicadores de Lagrange, podemos tratar os SNS como
independentes. Entdo seguem K condi¢des de equilibrio:

Mg =He (9.2.5)

Em palavras estas equacdes dizem: cada uma das K espécies tem um sé valor de
potencial quimico em todo o sistema X . A transferéncia de uma espécie e/ de um
subsistema Gi para outro Gj péara somente quando o potencial quimico desta espécie
tiver o mesmo valor nos dois subsistemas.
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Isto fornece uma interpretacdo do potencial quimico compardvel com interpretacdes
andlogas da temperatura e da pressao. 7: a temperatura ¢ um parametro que permite
julgar equilibrio em relagdo a troca de calor; a troca de calor entre dois sistemas péra
quando estes sistemas tiverem a mesma temperatura. P: a pressao € um parametro que
permite julgar equilibrio em relagc@o a troca de volume; a troca de volume (movimento
de um émbolo) entre dois sistemas pdra quando estes sistemas tiverem a mesma
pressdo. W: o potencial quimico de uma espécie é um parametro que permite julgar
equilibrio em relacdo a troca de particulas desta espécie - a troca de particulas entre dois
sistemas pdra quando estes sistemas tiverem o mesmo potencial quimico desta espécie.

A condi¢do de a variagdo de primeira ordem da entalpia livre ser zero é apenas uma
condi¢do necessaria para o equilibrio. Ela ndo distingue maximos de minimos. O
equilibrio corresponde a um minimo. Veremos com um sistema relativamente simples
as consequéncias desta exigéncia. Consideramos um sistema X composto de apenas
dois subsistemas ©1 e ©2 que contenham apenas uma unica espécie. Neste caso,
simples a condi¢do de manter a pressdo constante nao daria um resultado interessante.
Vamos supor que os volumes de X e de ol estejam constantes. Neste caso devemos
formular a condicao de equilibrio com a energia livre. Se transferirmos uma pequena
quantidade ON de particulas do sistema o1 para o sistema G2 obtemos uma
alteracdo da energia livre em segunda ordem em ON :

s s 1|(oun 2 [ The 2
§yF =u”' 8N + p?(-8N) + S oy VT(&N) gl e VT(—&N)
=0 , g
(9.2.6)

O primeiro termo linear em SN € zero pela hip6tese de que estejamos trabalhando num
ponto que ja satisfaz a condi¢do necessaria 8(1)F =0. Para selecionar um minimo da

energia livre, precisamos ter B(Z)F >0. O subsistema o2 ¢ arbitrario. Ele pode ser

muito grande. Para um sistema muito grande o potencial quimico praticamente nao
muda quando entra um pouco de matéria. Isto é andlogo ao reservatdrio térmico. Se o
sistema for muito grande, um pouco de calor ndo mudaria a temperatura

apreciavelmente. Entdo (awz/azv )VT pode ser arbitrariamente perto de zero.

Concluimos dai que necessariamente

ou
=1 >0 9.2.7).
&), 627

Um acréscimo de particulas num volume fixo s6 pode aumentar o potencial quimico da
espécie acrescentada.

9.3 Sistemas homogéneos

O trabalho com potenciais quimicos se torna especialmente simples para sistemas de
composi¢do espacialmente homogénea. Temos que descrever mais detalhadamente o
que significa esta homogeneidade. Em qualquer sistema finito, existe sempre uma
heterogeneidade espacial na superficie. Mas a parcela de matéria que pertence as
camadas superficiais de moléculas constitui uma por¢cao muito pequena de toda matéria
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do corpo se este for de grande volume e de forma geométrica compactal. Desta maneira
os efeitos superficiais se tornam despreziveis para objetos grandes. Na discussdao do
vapor de goticulas, vimos um exemplo disso. E bom lembrar que as propriedades da
goticula se aproximam das do liquido plano j4 para raios de algumas dezenas de A.

Podemos caracterizar as propriedades de sistemas homogéneos da seguinte forma:
imagine dois sistemas grandes e internamente uniformes 61 € 62 do mesmo tamanho,
da mesma composi¢do e com a mesma temperatura 7 e pressdo P. Enquanto estes dois
sistemas estiverem espacialmente afastados, temos, pela prépria definicado dada na
sessdo 9.1, que o sistema composto dos dois tem o dobro da energia interna e o dobro da
entropia de cada um dos subsistemas.

ut=2U0%, §*=28° (9.3.1)
Agora podemos ver o que acontece se aproximarmos os sistemas idénticos até formar
um tunico corpo grande. O comportamento das grandezas V, U, S, T e P neste processo
de juntar os subsistemas depende naturalmente da maneira como o processo €
executado. Vamos junta-los sem fazer trabalho e sem permitir troca de calor com o
ambiente. Esta condi¢do garante que U no estado final continua sendo a soma das
energias internas iniciais. Mas nao € nada claro o que acontecerd com todas as outras
grandezas. Vamos chamar os sistemas X , o1 e 62 de homogéneos se a juncdo sem
trabalho e sem troca de calor resulte nos seguintes valores:

U = 2U ol (automatico numa jungdo sem trabalho e sem calor)

§* =28

vi=2v (9.3.2)
TZ :TO'I

PZ — PGI

Como vimos, a condicio P* = P°' | por exemplo , ndo seria satisfeita para mintsculas
goticulas. A pressdo dentro da gota grande seria um pouco menor que a pressao nas
goticulas devido ao acréscimo de pressdo 27y/r provocado pela tensdo superficial. Mas,

para sistemas grandes de composi¢cdo uniforme, as equagdes (9.3.2) valem em boa
aproximacao. Neste caso vamos chamar as grandezas V, U, e § de extensivas e as
grandezas P e T de intensivas. Outras grandezas que se comportam na jun¢do
isoenergética de sistemas como U sdo também chamadas de extensivas e grandezas
que se comportam como T sdo chamadas intensivas. E importante notar que V, U, e §
ndo sdo sempre extensivas nem P e T sempre de intensivas. Caso elas sejam, podemos

concluir que a entalpia livre é extensiva e € uma fun¢do homogénea de grau 1 dos
nimeros de particulas. Isto significa:

VA>0: G(P,T,AN,, AN,...... AN, ) = AG(P, T, N,, N,......, N,) (9.3.3)

Desta propriedade da entalpia livre de sistemas homogéneos, segue uma relacdo muito
importante (conhecida como teorema de Euler de funcdes homogéneas): Vamos derivar
a equagdo emrelacdo a A e depois botar A =1. Disso resulta

£(9G
— N, = G (9.3.4).
,Z::‘ oN, :

P.T,N—I

1 . . . ~ . L
Usamos aqui a palavra “compacta” no sentido coloquial, ndo no sentido matemaético.
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Podemos escrever esta relagdo com os potencias quimicos:

K
YWN, = G (9.3.5)

=1

Para um sistema homogéneo de uma tnica espécie, segue especialmente

= (9.3.6)

Da equacdo (9.3.5) segue imediatamente que oS potenciais quimicos num sistema
homogéneo sdo grandezas intensivas. Desta forma deve ser possivel escrever L, como
funcdode P e T e das fragoes molares

x = N, (9.3.7)

T def. ﬁ:N‘Y

s=1

das espécies. Entdo temos que

K, depende somente de P,T, x, x,,......... s Xg (9.3.8).

Para um sistema homogéneo de uma tnica espécie, o potencial quimico desta espécie
depende somente de P e T.

No caso de uma unica espécie podemos interpretar o potencial quimico como entalpia
livre especifica. Podemos definir outras grandezas especificas a partir de grandezas
extensivas de um sistema homogéneo de uma tnica espécie:

energia livre especifica : u =% (9.3.9)
. . S

entropia especifica : s= N (9.3.10)
o %

volume especifico : V= N (9.3.11)

Estas grandezas especificas sdo intensivas.

Da relacdo (9.3.5) segue para a diferencial de G
K K
dG =) Nduw, + wdN, (9.3.12).
I=1 =1

Comparando esta expressdo de dG com a (9.1.4), obtemos

K
Y Ndy, = —-SdT+VdP (9.3.13).
=1

Especialmente para vetores infinitesimais com 7 =const. e P =const. segue;

K
> Ndw, | \PT] = 0 (9.3.14)
I=1

Esta relagdo € conhecida como relagdo de Gibbs-Duhem.
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9.4 Aplicacdes em equilibrios de fases homogéneas

Estudamos a transi¢do de fase liquido-gis com o método dos ciclos. A termodinamica
de sistemas abertos a entrada e a saida de matéria permite estudar o equilibrio entre
fases de forma mais elegante.

Para comecar com um sistema simples, usaremos uma unica espécie quimica contida
num recipiente que é mantido numa temperatura constante. A pressdao dentro do
recipiente seja a pressao de equilibrio da fase liquida com a fase gasosa e ambas as fases
estejam presentes no recipiente com uma superficie de separacdo plana. Neste caso
podemos tratar cada uma das fases como um sistema homogéneo. Cada uma das fases

(Liquido, Gds) tem a sua entalpia livre (G*, G°) , tem a sua entropia (S* §¢), ocupa o
seu volume etc (V*, V). A condicdo de equilibrio do sistema todo é a igualdade do
potencial quimico da espécie nas duas fases:

ut(P,T)=n’(P,T) (9.4.1)

Esta condi¢do deve valer ao longo de toda curva de equilibrio liquido — gds P, ( ).

Consequentemente a aplicagdo dos vetores duais du* (P, (T),T) e du’ (P (T).T)

num vetor infinitesimal tangente a curva de equilibrio gds — liquido deve resultar nos
mesmos valores. Seja

d = OT =¢\eqilibrio Liquido-Gés 9.4.2)
um vetor tangente a curva de vapor saturado. Temos entdo

aw (P, (T).7)[a] = dn® (B (T).T)[d] 943)

Geometricamente esta condigdo significa que os dois hiperplanos dp” (PLG (T),T) e
d;.LG (PLG (T),T) interceptam a tangente da curva de vapor saturado no mesmo ponto.
Com a equacdo (9.3.13) temos
Ntdy* = -S"dT +V*"dP (9.4.4)
Ny’ = -S§°AT+Vv°dp (9.4.5).

Dividindo pelos nimeros de particulas, obtemos as diferenciais do potencial quimico
nas respectivas fases em termos da entropia especifica e volume especifico da espécie
nas fases:

dpt = —s"dT +v'dP (9.4.6)

du’ = —s%dT+v°dP (9.4.7)
Inserindo estas diferenciais na condi¢ao (9.4.3), obtemos:
—sLdT[Zl]+deP[Zl] = —sGdT[Zl]+deP[ﬁ] (9.4.8).
Isto fornece informagdo sobre a tangente da curva de vapor saturado:
dp, dpla] _ s%-s"
dT dT [d] ve =yt

(9.4.9)
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Se evaporarmos um mol de liquido reversivelmente numa temperatura 7 , temos uma
mudanca de entropia de
_ Imolx/

G _ L
1mol><(s s ) T

(9.4.10)

onde ¢ ¢ o calor latente da transi¢do. Percebemos entdo que a (9.4.9) € nada mais do
que a equagdo de Clausius-Clapeyron (8.2.11).

dP,

dT T(v -V )
Exercicio:
As figuras 9.1 a) -9.1 d) mostram uma vizinhancga infinitesimal de um estado (marcado
com um * ) que se encontra na curva de coexisténcia de liquido-gds. Como a vizinhanga

é infinitesimal, a curva P, ( ) aparece como reta (linha grossa). As figuras mostram
também dois vetores duais cada uma. Supostamente seriam as diferenciais du, e du,
do potencial quimico das fases liquida e gasosa no ponto *. (No desenho du, e dy,

aparecem ainda divididos por algum parametro infinitesimal €. Sem esta divisdo por
um parametro infinitesimal, os hiperplanos nao apareceriam no pedaco infinitesimal do

plano TP mostrado). Como sabemos, na curva P, ( ) temos W, =l . Portanto a
aplicagdo de d, e dp, num vetor infinitesimal na dire¢do tangente da curva P, ( )

deve dar os mesmos valores. Por esta razdo os hiperplanos se cruzam exatamente em
cima da curva P, ( ). Mas nem todos os desenhos sdo qualitativamente corretos.

Somente um poderia realmente descrever as diferenciais du, e du, de algum fluido.
Determine qual € o desenho correto.

Fig. 9.1 Qual € a representagdo qualitativamente correta? B. Lesche

P S_ldHL ||IQU|dO SildHG P ||'quld0

b) T

¢ 'due

liquido
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O equilibrio entre duas fases A e B de uma unica substiancia é determinada pela
equagdo W' (P,T)=n"(P,T). Nesta equagdio temos as duas varidveis P ¢ T . A
equagdao impde uma condi¢do e consequentemente sobra uma varidvel independente.
Isto significa que a pressdo passa a ser uma fungéo da temperatura P, ( ). E praxe falar

que restou um grau de liberdade. Esta afirmacio tem que ser vista com certo cuidado. E
verdade que no problema matemdtico p*(P,7)=u”(P,T) que dependia de duas

varidveis sobra somente uma independente. Mas o sistema fisico continua com dois
graus de liberdade. Podemos variar a temperatura e a distribuicdo de matéria entre as
fases A e B. O que acontece é que na transi¢do de fase o plano P-T ndo representa

mais o espago dos estados do sistema; a cada ponto da curva P, ( ) correspondem

varios estados.

O que acontece se buscarmos um equilibrio entre trés fases, por exemplo, gas, liquido e
s6lido? Temos mais uma equagao.

W (P,T)=p°(P,T) e " (PT)=p"(PT) (9.4.12)

Consequentemente ndo restard grau de liberdade algum. Somente uma temperatura e
uma pressao sao capazes de ter as trés fases em equilibrio. As regides das fases gas,
liquido e sdlido se encontram num unico ponto no plano P-T. Este ponto ¢ chamado
ponto triplo da substancia. Obviamente pontos triplos sd@o 6timas referéncias para
padrdes de temperatura. Novamente ha que se ter cuidado com a parte conceitual.
Temos um tnico ponto do plano P-T , mas este ponto representa muitos estados por que
podemos distribuir a matéria de diferentes formas nas trés fases. Continuam dois graus
de liberdade. Podemos usar o nimero de particulas na fase gasosa e na fase liquida
como coordenadas. Se o nimero total de particulas estiver fixo, o niimero de particulas
na fase sdlida estaria determinado. Na verdade a situacdo € ainda mais complicada. Na
hora do aparecimento da fase sdlida, entram novos graus de liberdade no palco.
Podemos deformar o sélido e criar, além da pressao, tensdes de cisalhamento.

A contagem de varidveis nas equacdes de equilibrio pode ser estendida a situacdes mais
complexas que envolvem vdrias substancias. Imagine que tenhamos F fases o1, G2,
...0F com K substincias em equilibrio. As condi¢des de equilibrio sdo

substanciai=1:  p” =u”, u’=p>, .. , w=ptt
substanciai=2:  u' =uy, u'=pd, .. , w=pf

(9.4.13)
substinciai=K:  u¢ =p%, u¥=u%, ... , wW=uy

on

Estes potenciais quimicos dependem das varidveis P, T e das fragdes molares x;

Isto sdo FxK+2 varidveis. Mas ndo todos os x’" sdo independentes. Em cada fase
temos as condi¢des

K
D> =1 (9.4.14)
i=1
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O sistema (9.4.13) contém K x(F —1) equagdes e 0s (9.4.14) constituem F equagdes.
Sobram entdo FxK + 2—[K><(F -1)+ F] =2+ F —K graus de liberdade. Este

resultado é conhecido como regra de fases de Gibbs:

#de graus de liberdade =2 +#de espécies — # de fases (9.4.15)

onde # significa “nimero”. Novamente contamos apenas graus de liberdade que
aparecem nas equacgdes de equilibrio. A distribuicdo da matéria entre as fases nao €
considerada nesta conta.

9.5 Misturas ideais

Para uma substancia pura, conseguimos aproveitar o formalismo dos potenciais
quimicos para mostrar a equacao de Clausius-Clapeyron de forma mais elegante. Mas as
aplicacdes mais interessantes dos potenciais quimicos sdo com misturas de vdrias
substincias. Para estes casos, precisamos saber como os potenciais quimicos dependem
dos nimeros das particulas. Comegamos com o caso mais simples da mistura de gases
ideais.

Imagine um cilindro com uma mistura de dois gases ideais A e B . Estas espécies estao
presentes com os respectivos nimeros de particulas N, e N, contadas em alguma

unidade, que pode ser o mol ou pode ser uma particula. A unidade mol seria a mais
apropriada numa descricdo macroscopica. A grandeza do nosso interesse €é a entalpia
livre do sistema. Para o cédlculo da mesma, precisamos saber como o valor da entropia

deste sistema se relaciona com a entropia do sistema

///AS\ composto dos dois gases separados.
AB Fig. 9.2 Entropia de mistura.

Esta diferenga, chamada de entropia de mistura pode
ser calculada com a mecanica estatistica. Mas, podemos também determina-la com uma
experiéncia imaginada cujo resultado pode ser adivinhado com o0s nossos
conhecimentos sobre gases perfeitos. Esta experiéncia foi inventada por Jacobus
Henricus van 't Hoff. Uma medida de diferenca de entropia requer um processo
reversivel. A simples difusdo de um gés para dentro do outro seria irreversivel. Temos
que misturar os gases de forma reversivel. J4 que o processo tem que ser reversivel,
podemos logo discutir o processo inverso.

Fig. 9.3 Separagio de uma
mistura de gases com émbolos
semitransparentes.

A B

I

T=const. Comegamos com o
A A B B cilindro de volume V,

com a mistura. Nos dois
extremos do cilindro
imaginamos émbolos
especiais construidos de
materiais semipermeaveis.
O émbolo da esquerda é
permedvel para o gis A e o émbolo da direita € permedvel para o gas B . Podemos
imaginar que existam nos émbolos furos microscépicos com formas especificas que

T= const.
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permitam a passagem das moléculas de uma sé espécie. Como indicado na figura 9.3
podemos separa os gases empurrando os émbolos até o encontro dos dois émbolos.

Durante o processo, vamos manter a temperatura constante e vamos medir as
quantidades de calor que entram no sistema. Tudo deve ser feito de tal forma que o
sistema esteja sempre muito perto do equilibrio para garantir que o processo seja
reversivel. Como o estado final da separacdo corresponde ao estado inicial da figura 9.2,
temos:

g.separados Q 1 g.separados
As=— [ == -—= [ 0 9.5.1)
mistura mistura

O nosso interesse €, na verdade, a entalpia livre do sistema. Por esta razdo, vamos
escolher os estados iniciais e finais do processo de separagdo de tal forma que a pressao

tenha o mesmo valor P, =P P, ..=PF ,jd que a pressdo € uma das

inicial mistura final A — * fina

coordenadas naturais da entalpia livre. Durante o processo, as pressoes dos gases podem
diferir do valor P,. Os valores das pressdes P,(z) e P,(r) durante o processo sdo

determinados pela condi¢do da reversibilidade do processo. A pressdo que a mistura no
compartimento central exerce sobre as paredes laterais do cilindro € fruto das colisdes
das moléculas com a parede. Mentalmente podemos separar estas colisdes em colisdes
das moléculas A e moléculas B e correspondentemente associar uma fracdo da
pressdo ao gids A e outra fracdo ao gds B. Estas parcelas de pressdo vamos chamar

pressdes parciais € vamos escrevé-las como £ (1) e £ (t). A pressdo na parte

central, onde ha ainda uma mistura, € a soma destas pressdes parciais:

P,(t)=2(1)+ % (1) (9.5.2)
Fluxos liquidos dos gases através dos €mbolos seriam processos irreversiveis. Os
movimentos dos émbolos devem ser feitos de tal forma que ndo haja fluxos dos gases. E
bastante plausivel supor que a auséncia de fluxo da espécie A através do émbolo
transparente a espécie A € garantida pela igualdade da pressdo de A no compartimento
esquerdo com a pressao parcial de A no comportamento central e analogamente para a

espécie B devemos ter igualdade da pressdo e pressao parcial:

condigdo de equilibrio: P, (1)=2(t) e P,(t)=2 (1) (9.5.3).
Com esta condicdo, podemos avaliar o trabalho envolvido no processo:
fim fim
dv dv,
W= + | P(r)—2dr + P (t)—2Ldt 9.5.4),
RG> J P 9:5.4)

inicio inicio

onde V,(r) e V,(t) sdo os volumes nos compartimentos de gases puros A e B

respectivamente. Como os gases envolvidos sdo ideais, sabemos que a energia interna
do sistema ndo muda neste processo isotérmico. Consequentemente vale para o calor
que entra no sistema Q =-W . Com a equacdo (9.5.1) obtemos entdo:

177 av 1 av
AS = — | P(t)—2dt + — | P (t)—2&
in;[io b ( ) dt T in;[io ! ( ) dt

dt (9.5.5).
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No instante ¢ os N, particulas da espécie A ocupam o volume V, -V, (f), e neste

volume exercem uma pressdo ou pressdo parcial de P, (7). Com a lei dos gases

perfeitos, temos
P,(1)-[V,=V,(t)|=N,RT (9.5.6).
Analogamente temos

By (t)'[VO_VA (t)]:NB RT (9.5.7).

Entao podemos resolver as integrais da equagao (9.5.5):

V4 fim Vs fim
dv dv,
AS = NyR[—— + NR|_—L =
0 Vo=Va 0 Vo=V
V,-V V,-V, .
= -N,R-h>—2" _ N RIn>2" = (9.5.8)
0 0
V.. V..
= -N,R-h—2™ _ _ N, RIn—2" _
A fim + VB fim VA fim +VB fim
Como escolhemos o ponto final tal que P, .. pivura = Phnar s = Prnas =5 € todo tem a

mesma temperatura, sabemos que V, . ~N, e V,. ~N,. Desta forma podemos

escrever o resultado em termos das fracdes molares (defini¢ao (9.3.7):

AS = -N,R-Inx, - N,R-Inx, (9.5.9)

A figura 9.4 mostra a entropia de mistura como fun¢do de x, ou de x, (escala

horizontal superior).

1,0 0,8 06 ° 04 0,2 0,0

057_ L —

0,6 -
ol |/ N\

0,4

AS/RN

0,3
0,21
0,1+

0,0
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

Xa

Fig. 9.4 Entropia de mistura para dois gases ideais com niimero total de particulas N.

Na época, quando esta férmula foi deduzida pela primeira vez, surgiu uma controvérsia
sobre este resultado. Naquela época a hipétese dos dtomos ndo era geralmente aceita. O
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mundo parecia ser composto de coisas cujas propriedades todas eram grandezas
continuamente varidveis. Entdo poderiamos imaginar duas espécies quimicas A e B que
se distinguem pelo valor de alguma grandeza continua A . Para a espécie A este
pardmetro teria algum valor A, e para aespécie B o valor A, .Nocaso A, =A, as

espécies seriam idénticas. E de se esperar que a entropia de uma mistura das espécies A
e B fosse uma fungdo continua de A,.Mas para A, #A, teriamos uma parcela de

s .

entropia dada pela equacdo (9.5.10) que é independente de A, e para A, =A, a
entropia de mistura AS seria zero. Desta forma a entropia seria descontinua. Poder-se-ia
argumentar que para |X LA B| suficientemente pequeno nao teriamos mais condi¢des de

medir o valor de AS . Mas isto também nao seria um bom consolo. Isto significaria que
neste caso o erro ou a limitagdo experimental causaria um desvio arbitrariamente grande
entre 0 observado e o “mundo real” (onde “mundo real” seria algo associado aquela
idealizac@o dos valores das grandezas que fazemos quando separamos um valor medido
em “valor verdadeiro” e “erro experimental”). Hoje em dia a controvérsia desapareceu
porque sabemos que as espécies quimicas nao podem ser transformadas continuamente
uma na outra. Poder-se-ia tomar o resultado da entropia de mistura (9.5.10) como um
primeiro indicio da existéncia de grandezas quantizadas.

Analogamente pode-se mostrar que a entropia de mistura de K gases ideais diferentes
vale

K
AS = —RY N,Inx, (9.5.10)

r=1

Se definirmos o nimero total de particulas como

K

N = >N, (9.5.11)

j=1
podemos escrever este resultado na forma

K
AS = —RN) xInx, (9.5.12)

r=1

Nesta equacdo aparece a funcao

f(x)=-xInx (9.5.13)

que tem um papel importante na mecanica estatistica e na teoria da informagao. A figura
9.5 mostra o gréfico desta funcao no intervalo [0,1].

0,4

03
-
03 s .

0,05 Fig. 9.5 Grafico da fun¢do (9.5.13).
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A figura 9.4 ilustrava a dependéncia da entropia de mistura das fracdes molares. E titil
conhecer uma visualizacao desta funcdo também para o caso de trés espécies. Podemos

representar cada trinca de valores <x A,xB,xC> das fracdes molares de trés espécies A, B

e C por um ponto num espaco tridimensional. Como as fracdes molares nao podem ser
negativas, estes pontos representativos ficam todos no primeiro octante. Além disso,

temos a restricdo x, +x, +x. =1. Esta condi¢do limita os pontos representantes para o
plano que contém os pontos (1, 0,0> , <0,1, 0> e <0,0, 1> . A intersec¢do deste plano com

0 primeiro octante é um tridngulo
equilatero. Desta forma podemos ¢
representar a composicdo de uma 1

mistura de trés espécies num
triangulo equilétero. Esta
representacdo ¢ muito usada em
ciéncias de materiais. A figura 9.6
mostra esta constru¢do. E um bom
exercicio localizar pontos neste

“papel milimetrado triangular” /< AVAN
. NANINANNIN/N
(localize por exemplo AN A

(x,=0,65x,=0,3;x.=0,1)). A B

™~

Fig. 9.6 Coordenadas triangulares para representar
composicdes de misturas de trés espécies.

Num tridngulo deste tipo, podemos visualizar a entropia de mistura com a ajuda de
curvas de nivel. A figura 9.7 mostra um exemplo de uma curva de nivel da entropia de
¢ mistura. No centro do tridngulo a entropia de
mistura € maxima e tem o valor de R NIn3 e nos

vértices a entropia de mistura € zero.
Fig. 9.7 Curva de nivel da entropia de mistura para

misturas de trés espécies. A figura mostra também as linhas
de simetria do tridngulo de da funcdo AS .

B.Lesche

A B

Com o resultado (9.5.10) podemos calcular uma das parcelas da entalpia livre, a saber, o
termo —7'S. No caso de uma mistura de gases ideais, as outras parcelas U e PV se somam
na juncdo de subsistemas simplesmente. Desta forma obtemos:

K K
G(P,T,N,,...N¢) = >.(u,+v,=Ts;)N,+TRY_N,Inx, =
=1

=1

- . (9.5.14)
= > g N,+TRY N,Inx,
=1 =1

onde u,, v,, s, € g, sdo energia especifica, volume especifico, entropia especifica e
entalpia livre especifica do gés [ puro na pressdo P e temperatura 7,e x, € a fragdo

molar da espécie [ na mistura. Da expressdo da entalpia livre (9.5.14), podemos
calcular o potencial quimico da espécie [. Para facilitar a conta calculamos antes a
derivada dx, /oN, :

174



N
(")
(axlj _ _%\’ SO N o N ZN. 9.5.15)
N, Jyr. aN, N N -

PTN_,

-

Com isto obtemos

G 5, N
=| — = +RT<{Inx, + -1 9.5.16).
Ky (aNk JPTN% 8k {nxk ; X (N N2 j} ( )

O somatodrio nesta equagio € zero:

KNIS____KNIN __:K N:
Z_(N N]—Z N,( j HN( j ©oe

=1 X I=1

Entao obtemos o resultado
u, = g, +RTInx, (9.5.18).
Lembramos que a entalpia livre especifica da espécie k ¢é o potencial quimico da

espécie k pura. Vamos escrever o potencial quimico da espécie pura como W7 . Com
esta notacao o resultado fica na seguinte forma:

W (P.T.x)= u®(P.T)+RTInx, (9.5.19)

Este resultado vale para misturas de gases de baixa densidade. Mas com a mecénica
estatistica ou com dados experimentais pode-se mostrar que este resultado também pode
ser usado para misturas de espécies cujas interagdes mutuas sao todas iguais. Se houver
duas espécies A e B tais que as interagdes A-A, B-B e A-B sejam aproximadamente
iguais, pode-se usar a féormula (9.5.19) como boa aproximacdo mesmo com altas
densidades ou até na fase liquida. Todas as misturas que podem ser tratadas com esta
férmula chamam-se misturas ideais. Por exemplo, misturas de is6topos podem muito
bem ser descritas desta forma.

9.6 Reacoes quimicas em misturas ideais.

Como uma primeira aplicacio do resultado (9.5.19), vamos estudar uma reacao quimica
na fase gasosa ou num liquido que possa ser descrito razoavelmente como mistura ideal.
A todo rigor ndo poderia haver reacdo quimica alguma numa mistura de gases ideais.
Supostamente as moléculas num gis ideal ndo interagem. Mas, num gis real com
equacdo de estado térmica extremamente proxima da equagdo dos gases perfeitos, temos
colisdes entre as moléculas e nestas colisdes podem ocorrer reagdes. O que garante a
validade da equacdo de estado de gds ideal € o fato de que o nimero de moléculas com
vizinhos préximos € sempre muito menor que o nimero de moléculas muito afastadas
das demais moléculas. Vamos considerar uma reacdo que transforme certos reagentes
R, R,, ... R, em certos produtos F,, P,,...F, . A reacdo pode envolver mais de uma

molécula de uma dada espécie. Desta forma a reagao é

LR +nR, +...+r,R, — pPB+pP+..+pP 9.6.1)

a a
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Vamos contar como sentido positivo da reacdo a seta da esquerda para a direita, isto €,
as espécies R sao consideradas como matéria prima e as espécies P como produtos

desejados. Veremos um exemplo: a queima de hidrogénio 2H,+0O, = 2H,O. Neste
caso terfamos: a=2, b=1, R =H,, =2, R,=0,, ,=1, P=H,0, p,=2.

Para a discuss@ao do equilibrio, vamos lembrar o equilibrio entre fluidos em dois
compartimentos num cilindro separados por um €mbolo que pode ser parafusado nas
paredes do cilindro, como vimos na sessdo 7.1. Enquanto o parafuso estiver preso,
qualquer distribuicdo de volumes é um estado de equilibrio. No momento em que
liberarmos o parafuso, somente uma configuracdo é um equilibrio. Da mesma forma
podemos imaginar que a rea¢do quimica esteja inicialmente inibida. Com a queima de
hidrogénio, temos um excelente exemplo. Numa temperatura de 300K, podemos estocar
uma mistura de hidrogé€nio e oxigénio tranquilamente sem observar nenhuma reacao
quimica. Mas, com a ajuda de um catalisador, podemos permitir a reagdo. A introdugdo
do catalisador seria o andlogo da retirada do parafuso que fixava o &mbolo no exemplo
da sessdo 7.1.

Para se poder descrever o avanco da reagdo, € util introduzir uma coordenada especifica
Z. Os valores desta coordenada sdo definidos de tal forma que as alteracdes dos
nimeros de particulas sejam relacionadas com variacdes dos valores de Z da seguinte
forma:

AN, =-1rAZ paratodo jdelatéa

’ ‘ (9.6.2).
AN, =+pAZ paratodoidelatéb

Se mantivermos o recipiente da mistura em condi¢do isotérmica e com pressao
constante, sabemos que a condi¢do de equilibrio € G — minimo . Condi¢do necessaria
para o minimo é dG/dZ =0. Desta forma obtemos para o equilibrio

a aN b aN
Z ) S\on, oz ) 5\, oz

J=1

(9.6.3).
a b
= _ZHR/-’} + D My,
j=1 i=1
Inserindo nesta condi¢do o resultado (9.5.19), obtemos
a b Xp o Xp e Xp
0 = =) uer+) uop+RTIn——: (9.6.4)
PR X " Xg weet X
ou
b a
@] @]
xl’] ,xl’z. _xr,, Zuﬂ (P’T)pi_zuR,’ (P’T)r/
A2 8 - A = (9.6.5).
Xp * Xp teet X RT

Isto € um resultado sumamente importante na quimica. Observe que o lado direito da
equagao (9.6.5) depende somente da pressdo e temperatura, mas nao depende das
fracdes molares das espécies. Os quimicos costumam expressar este fato dizendo que

P P> Ty
Xp *Xp™ "eit X

A 7h R, _

R =K, (9.6.6)
Rl R2 o RU
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¢ uma constante. K_depende de P e T, mas € constante em relacdo as varidveis x. A

situacdo € parecida com aquela da lei de Ohm. A lei de Ohm afirma que a resisténcia
R=V/I & constante; o que na verdade significa independente de V. Mas R pode
depender da temperatura e isto ndo invalida a lei de Ohm.

Veremos como o resultado (9.6.5) € utilizado: imagine o quimico tenha uma mistura das
espécies R, R,,... R, P, P,.... B, em equilibrio (com a reacdo quimica desbloqueada

a’
com algum catalisador). Ele mede os nimeros de particulas e com isto determina o
valor da constante K . Agora imagine que se acrescentam particulas de uma ou de mais

de uma das espécies, mantendo P e T constantes. Este acréscimo tira o sistema fora do
equilibrio. O sistema logo busca um novo estado de equilibrio e a equacdo (9.6.6)
permite calcular os valores das fracdes molares na nova situagao de equilibrio.

Veremos um exemplo, a reacdo de Haber em fase gasosa:
N,+ 3H, = 2NH, (9.6.7).

Numa temperatura de 7T = 623K, encontramos equilibrio das espécies envolvidas com
as seguintes quantidades:

NNZ =1,770 mol

Ny, =1,310 mol (9.6.8).

Ny, =2,460 mol
Destes dados obtemos que ‘

K (P=14,35kPa,T =623K) = 45,92 (9.6.9).

Agora vamos imaginar que se acrescenta 1 mol de hidrogénio na mistura sem alterar
temperatura e pressdo. Quais serdo os novos valores Ny , Ny , Ny, de equilibrio das
espécies? Temos a equagdo

2

XNH,
——==45,92 (9.6.10)

Xy, Xy,

Isto € apenas uma equagdo e temos trés incognitas. As equacdes que faltam obtemos a
partir da conservacao das espécies atomicas. Durante a reacao, valem as seguintes leis
de conservacao (enquanto ndo hé retirada nem acréscimo de matéria):

2Ny, +3Ny, =A=const.=#de H (9.6.11)
2Ny, + Ny, =B =const.=#de N (9.6.12)

No caso do nosso exemplo, temos

A = 2,620mol+ 2,000mol +7,380mol = 12mol (9.6.13)
acrescimo de 1 molH,
B=3,540mol+2,460mol = 6mol (9.6.14)
Das equacdes(9.6.11), (9.6.12), obtemos:
~ 1~ 1 1
N, =—N, +—B——A 9.6.15
A R R ( )
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Ny, =§A—§NHZ (9.6.16).

Inserindo isto na equacao de equilibrio (9.6.6), obtemos uma equagdo algébrica de
quarta ordem para a incognita Ny, :

1.2~ V(1. 2~ 1~ 1.1, Y
S S —~A-—N ~A-—N, +-Ny, +-B-—A+N
‘- NHsz_(3 3 “2) (3 T T “2)
x5 3 ~ ~ -
NNZNHZ 1NH +lB—1 NH3
37m T 6 :

(9.6.17)

A ordem da equagdo depende dos coeficiente p, e r, da reagdo quimica. Se a ordem

for maior que dois, uma solucdo fechada fica desconfortdvel. Se ela for maior ou igual a
5 ela ndo existe em forma fechada (teorema de Abel-Ruffini na teoria de Galois). De
toda forma, fica mais adequada uma solu¢cdo numérica com graus acima de dois. A
figura 9.8 mostra a solucdo gréfica da equagdo (9.6.17) com os valores de A e B do
NoSsso caso.

70
65. Fig. 9.8 A curva mostra o
| grifico da funcdo que estd do lado
60 - direito da equagdo (9.6.17). A
55 1 intercessdo com a horizontal na
] altura 45,92 determina a solucdo
« 50- 45.92 da equacdo.
- (I
xx 45_-
40+
35
304
25 T T T T T T T T T
15 161 17 18 19 20

1,6404 N,, [mol]
A solucdo é 1,6404 mol.

Com as equagdes (9.6.15), (9.6.16), obtemos finalmente todos 0os novos nimeros de
particulas de equilibrio:
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Ny, =1,640 mol
N, =1,547 mol (9.6.18)

Ny, = 2,906 mol

Podemos ainda explorar a dependéncia da constante de equilibrio com a temperatura e
com a pressdo. Derivando a equacgdo (9.6.5), obtemos

b a
2H (PT)p =2 g (P.T)r, D sy (P.T)p=2 5 (P.T)r,

8 11’1 KX _ i=1 ' j=1 ! ’ + i=1 ’ j=1 !
» RT? RT

I j=1 _ AHO
RT? RT?
(9.6.19),
onde
AH® = (a—Hj (9.6.20).
oz PT

¢ a entalpia da reacdo. Este resultado, que foi deduzido por van 't Hoff, significa que
numa reacdo exoterma (AH® <0) o equilibrio se afasta dos produtos quando
aumentarmos a temperatura.
Derivando a (9.6.5) em relacdo a pressdo, obtemos
b
=1

vy (P’T)pi_zvgf (P’T)rj
j=1

z i - O
(aanxj _ ] _ _AV2 9.621),
oP ), RT RT
onde
AV° =(a—vj (9.6.22).
oz PT

Isto significa que, numa reacdo que aumenta o volume do gés, a elevacdo da pressao
afasta o equilibrio dos produtos. Estas duas tendéncias de deslocamento do equilibrio
foram observadas independentemente por Henri Louis Le Chatelier e Karl Ferdinand
Braun e este resultado € conhecido como o principio de Le Chatelier-Braun.

Vale mencionar um exemplo importante do deslocamento de equilibrio. Trata-se de uma
invencdo que permite usar lampadas incandescentes de altissima temperatura. Lampadas
incandescentes cujos filamentos atingem temperaturas de apenas 2000 K emitem grande
parte da energia térmica no infravermelho e contribuem apenas com uma fracdo minima
para a iluminacdo. Para melhorar o rendimento, pode-se tentar operar o filamento numa
temperatura mais elevada. Mas neste caso o filamento de tungsténio comeca a evaporar.
O vapor do metal condensa-se no vidro da lampada e torna-o opaco. Para evitar este
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fendmeno acrescenta-se uma pequena quantidade de algum alégeno, por exemplo, Br
(bromo) no bulbo. Na fase gasosa, pode ocorrer a seguinte reacao:

W+3Br, = WBr, (9.6.23).

Esta reacdo € exoterma. Entdo, perto do filamento quente, o equilibrio estd do lado dos
reagentes. As moléculas de brometo de tungsténio decaem e tungsténio metdlico é
depositado no filamento. Nas regides mais frias do bulbo, perto do vidro e na interface
vidro-gés, o equilibrio estd no lado do produto. Entdo a reagdo retira tungsténio destas
regides frias e converte-o em moléculas. Estas se difundem no bulbo até chegar perto do
filamento onde o tungsténio € novamente liberado. Desta forma a reacdo quimica junto
com o gradiente de temperatura funciona como uma bomba ou uma transportadora de
tungsténio que limpa o vidro e restabelece o filamento.

Usamos fragdes molares para a formulacdo do critério de equilibrio quimico. Os
quimicos usam também concentragdes para esta finalidade. A concentracio de uma
espécie [ € definida como

N,

c=—t (9.6.24)

Vv
As concentracdes sdao grandezas dimensionais. A constante de equilibrio formulada com
concentracoes

2, _c"/z

P,
C‘P1 CP

_ > TR,
K. = o (9.6.25)
S Cp o CR e O

em geral é também uma grandeza dimensional. Os quimicos tém o péssimo habito de
escrever um numero para K_. Eles usam a unidade mol/litro para as concentragdes e

igualam grandezas dimensionais a nuimeros. Eles também escrevem logaritmos de
grandezas dimensionais.

Exercicio:
a) Mostre que K_ também depende somente de Pe T.
b) Sejam P, e T, valores fixosde P e T eseja K, =K, (P.,T,). Deduza uma
férmula anédloga da equacdo (9.6.19) para a derivada
dln(K, /K,)
oT

P

9.7 Equilibrio entre mistura ideal liquida e mistura gasosa

Estudaremos agora o equilibrio entre uma mistura liquida e uma gasosa de K espécies.
Vamos supor que as condicdes de pressdo e temperatura sejam tais que o gas possa ser
descrito como gés ideal. Também vamos supor que todas as espécies envolvidas estejam
longe do seu ponto critico. E finalmente vamos supor que o liquido possa ser descrito
aproximadamente como uma mistura ideal.

Para uma dada temperatura, temos K equacgdes de equilibrio:

ué =t k=1,..K (9.7.1),
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onde os sobrescritos indicam fase gasosa e fase liquida. Com a suposi¢io de misturas
ideais, podemos usar a equagdo (9.5.19) para U e W, :

u (P, T)+RTInx° = ud*(P,.T)+RTInx" (9.7.2)

mis ? mis °

¢ a pressdo de equilibrio das duas fases. P

mis

Nesta equagdo, P, ¢ uma funcdo da

mis
temperatura e das fracdes molares. Podemos obter informacdo interessante a respeito
deste equilibrio expressando estas equacdes em termos das condi¢des de equilibrio das
duas fases das espécies puras. Se tivéssemos gis e liquido da espécie k pura em
equilibrio, terifamos

K2 (B (T).T) = & (B, (T).T) 973).

Nesta equagdo, P, (-) € a curva de equilibrio de liquido — géds da espécie pura k.
Vamos expressar  pf’(P,..T) e pg“(P,.T) em termos de uo® (P, (T).T) e

ukOL(PLGk (T)’T):

P aMOG
ukOG(Pmis’T) = ukOG(PLGk(T)’T)+ '[ (—kj dP )

} oP
o) T 9.7.4)
- W (Rt ()T | aga
Pigi(T)
e analogamente
Pmis
W (B T) = W (P (T).T)+ [ votap (9.7.5)
PLGi(T)

Inserindo (9.7.4) e (9.7.5) na (9.7.2) e usando a (9.7.3), obtemos

Pmis

[ (w00 =vt)ar (9.7.6).

PLGi(T)

L
x. 1

In =—
x¢ RT

Vamos desprezar o volume especifico do liquido e descrever o volume especifico do
gds com a lei dos gases perfeitos

; 1 P P,
nt = — | RTAP By 9.7.7)
Xk Py (T) P Py (T)
Temos entdo
L
P,
U 1 9.7.8)
X P (T)
ou
%P (T) = x°P, 9.7.9)
Somando sobre as espécies optemos uma expressao da fungdo P :
K
P, (T’le’sz’---xKL) = zkaPLGk (T) (9.7.10)
k=1
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Em palavras: a curva de equilibrio da mistura é a média ponderada das curvas de
equilibrio das espécies com pesos dados pelas fragcdes molares na fase liquida.

Podemos determinar as fracdes molares na fase gasosa em termos da temperatura e das
fracdes molares no liquido:

kaPLGk (T)
P

mis

x (T, xf s xt ) (9.7.11)

Este resultado pode ser usado para avaliar o quanto alguma substiancia pode ser
concentrada num processo de destilacio. Mas geralmente ndo se usa a expressdo da

fracdo molar x,° na forma dada na equagdo (9.7.11) para esta finalidade. E mais
pratico usar uma férmula que envolve as temperaturas de ebuli¢do 7, das espécies.
Estas temperaturas sdo dadas pelas solucdes das equacdes

P, (T) = P, k=1,...K (9.7.12)
Geralmente as pressdes P, (T) ndo diferem muito da pressdo da destilagdo P, de

—P; (T)=P,, (T,)- Py, (T) pode ser estimada com
uma linearizac¢do da equacdo de Clausius-Clapeyron

tal forma que a diferenca P,

mis

Com esta aproximacao, obtemos

(T-T,) = P+ 2w 1) ©7.13).

gk
mis

Tk(VkG_VkL) - LR

Inserindo isto na (9.7.11), obtemos as fracdes molares na fase gasosa:

PLGk (T) = Pmis +

X = x,f(1+T€2"R(T—Tk)j (9.7.14)

k

As espécies com mais alta temperatura de ebulicdo aparecem menos na fase gasosa e as
espécies que fervem em temperaturas mais baixas se concentram mais no vapor. Este é

o principio bdsico usado na destilagdo. Geralmente tem-se ‘ﬁ AT-T,)/ TZ‘R <<leo

processo de destilagdo precisa ser repetido muitas vezes para uma separacdo razoavel
das espécies.

9.8 Solucoes diluidas nio idnicas

Muitas vezes trabalha-se em laboratérios quimicos com solugdes que t€m uma espécie
dominante, que vamos chamar de solvente e as demais espécies com fracdes molares
muito pequenos. Vamos chamar estas tultimas de solutos. Caso ndo haja espécies
dissociadas, ou seja, espécies i0nicas, pode-se adotar um tratamento simples para estas
solucdes diluidas mesmo que elas ndo sejam misturas ideais.

Primeiramente vamos escolher uma nomenclatura adequada. Vamos numerar as
espécies de tal forma que o solvente receba o nimero zero e os solutos recebam entao os
nimeros 1,..., s. A idéia da descricdo termodindmica de soluc¢des diluidas é de separar
da entalpia livre uma parte ideal e expandir a parte ndo ideal numa série de Taylor nas
fracdes molares dos solutos:

182



G(P,T,N,,N,,.....,N,)=G*“*(P,T,Ny,N,,..... N )+ f (P,T,N,x,..... X,)

(9.8.1).

Nesta equacdo N € naturalmente o nimero total de particulas incluindo o solvente:
N=>N, (9.8.2).
i=0

Numa fase homogénea a entalpia deve ser extensiva e portanto deve valer

f(P,T,?x,N,xl, ..... ,xs)zkf(P,T,N,xl, ..... ,xs) (9.8.3)

f(P,T,N,0,.....,0)=0 (9.8.4)

Vamos supor que uma aproximacdo linear de f, ou seja, uma série de Taylor até a
primeira ordem forneca uma boa aproximacgao:

f(P,T,N,x,... ,x‘v)zz(aiJ X, (9.8.5)
=l axi 10,0,..0)
Com as equagdes (9.8.1) e (9.8.3), obtemos
: S(of ox.
P.T,x,..., = "’“"+i+ - —L 9.8.6
W (PToxsx,) = 0 e Z[axl """" )[BNJ 9.8.6)
Vale

ox, 1

aNk N( ik xl) ( )

Entdo obtemos

idea > a 1
w (P.T,x,...x,) = “kdl+i+2(a_£] )N(Sl.k—xi) (9.8.8)

N e X,
Com a (9.8.5) segue
‘ 1 ([ of
PT,x,..,x.) = ideal 4~ NV 2L 5. =
uk ( 1 s) I'Lk N ;{axi jl(Xl ’m’xj) ik
(9.8.9)
ukideal para k — O
B w1 +i(a—fj para k#0
N axi 1(0,0,...0)

Isto significa que o potencial quimico do solvente pode ser tratado aproximadamente
como se a solucao fosse ideal.

Como aplicagdo, estudaremos a pressdo osmotica. Imagine um tubo em posi¢ao vertical
que € fechado no lado inferior por uma membrana. Dentro do tubo hd uma solugdo
diluida e a parte inferior do tubo é mergulhada num recipiente que contem apenas o
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solvente puro. A membrana é de um material especial que permite a penetracdo das
moléculas do solvente, mas impede a penetracdo das moléculas dos solutos. Por
exemplo, a pele que fica grudada na casca de ovos de galinha funciona como
membrana, se usarmos dgua como solvente e acticar como soluto. A figura 9.9 mostra a
experiéncia.

Fig. 9.9 Pressdo osmética.

Com o tempo estabelece-se um equilibrio entre os
fluidos e neste equilibrio a pressdo da mistura P,

sera diferente da pressdo do solvente puro F,.
A condic¢do de equilibrio para o solvente é

w$ (P, . T)+RTInx, = pS(R,T) (9.8.10).

Podemos aplicar o mesmo procedimento que
usamos no estudo do equilibrio entre misturas ideais

Po liquidas e gasosas (equagdo (9.7.4))
solvente ~RT 10, =155 (B,,.T)-k5 (B.T) =
Bois a o P,T Bois
= ([ 2T gp T vpap= (b, - B
F, aP F, ‘
0 T 0
(9.8.11)

No ultimo passo, usamos o fato de que o solvente liquido tem baixa compressibilidade
de tal forma que o volume especifico é praticamente constante. Podemos escrever a
fracdo molar do solvente no tubo em termos da soma das fracdes molares dos solutos e
podemos aproveitar que a solugdo € diluida:

lnxozln(l—lejz—le (9.8.12)
=1 =1

Inserindo isto na (9.8.11), obtemos o resultado final
(B —R)v5 zzx,RT (9.8.13)
=1

A diferenca de pressdes € chamada de pressdo osmotica. Este resultado foi deduzido por
van 't Hoff. Ele permite uma interpretacdo curiosa: se multiplicarmos esta equacao pelo
ndmero total de moléculas, obtemos no lado direito o numero total de moléculas

dissolvidas multiplicado por RT. No lado esquerdo, podemos igualar vJN

aproximadamente com o volume total da solu¢do. Desta maneira o resultado adquire a
forma de uma lei dos gases perfeitos:

P

osmoético

V=N

solutos

RT (9.8.14)

Entdo a pressdo osmética se comporta como se fosse causado por um gdas ideal dos
solutos que ocupa o volume da solugdo. Mas temos que ter em mente que a equacao
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(9.8.14) envolve vérias aproximacdes. E melhor tomar esta interpretacio apenas como
uma bela histéria que ajuda na memorizagao da férmula.

A pressdo osmotica tem aplicacdes importantes. A medida da pressdo osmoética pode ser
usada para determinar a massa molar de um soluto. Ao fazer a solu¢do com um soluto
de natureza quimica ainda desconhecida, determina-se quanta massa do soluto entrou na
solucdo. A medida da pressao osmdtica fornece o nimero de mols do soluto na solugdo.
Consequentemente pode-se calcular a massa molar.

A pressdo osmoética tem também um papel importante na biologia. A pressdo osmotica
pode romper uma célula quando esta for posta na 4gua destilada.

O resultado (9.8.9) que estabelece que o potencial quimico do solvente de uma solugdo
diluida nao i6nica pode ser tratado como se fosse uma solucdo ideal permite estudar a
mudanca da temperatura de ebulicao provocada por solutos.

Vamos imaginar uma solu¢do diluida em ebulicdo e vamos supor que os solutos sejam
pouco volateis. Isto significa que a concentragdo dos solutos no vapor pode ser
considerada pequena. Consideramos uma bolha de vapor em equilibrio com a solugdo.

Se desprezarmos os solutos no vapor completamente, temos x, =1 e a condi¢do de
equilibrio é

uyt (P, T)+RTInxy =us’(P,,.T) (9.8.15).

mis®
Com o mesmo procedimento da integracdo sobre a pressao, obtemos

_RT ln xé = M(?L (Pmis’T) _M(?G (Pmix’T) =
P

i () 1) r)1)e T [ (2

Peo(T) oP oP

=0
P

mis

- .[ {VOOL_V()OG}sz—RTlni
(T)

hy P (T)
(9.8.16)
Expandindo os dois logaritmos, obtemos
P —-P (T s
b“()z—z)@ (9.8.17)
PLGO (T) i=l

ou
P, = (1—injPLGO (T) (9.8.18).
i=1

Esta férmula foi deduzida por Frangois-Marie Raoult em (1888) e é conhecida como lei
de Raoult. A pressao de equilibrio Liquido — vapor da solugdo é entdo reduzida em

comparagdo com a curva do solvente puro pelo fator x, =1- z;l x, . Normalmente nio
se controla a temperatura na observacdo da ebulicdo. Nos experimentos a pressdo €
controlada naturalmente pela pressao atmosférica. Entdo o efeito dos solutos ¢é
percebido numa alteracdo da temperatura de ebulicdo. A figura 9.10 mostra a relagdo

entre estas condi¢des de T=const. ou P=const.
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Fig. 9.10 Elevagio do ponto

de ebuli¢do. O grafico mostra o
exemplo de wuma solucdo
1,04 - aquosa com fracdo molar dos
solvente puro
_ P L solutos de 0,01.
-
]
O — .
= mistura
1,02
atmosférico
g 1 |
Q AT
> 1,00
S
Q 99%
0,98

T 1 T T T T T T T T T
372,0 372,5 373,0 373,5 374,0 374,5 375,0

T [K]

Exercicio: Use a lei de
Raoult e a equacdo de
Clausius-Clapeyron para deduzir uma férmula para a elevacao do ponto de ebuli¢do.

A elevagdo do ponto de ebulicdo pode ser usada também para medir massas molares.
Um célculo parecido pode ser feito para avaliar o abaixamento do ponto de
congelamento devido a solutos na dgua.

9.9 Misturas ndo ideais

Ha trés fatores que podem tornar uma mistura ndo ideal: na juncdo de duas substincias
puras podem aparecer diferencas energéticas que contribuem no termo da energia
interna para a entalpia livre, o volume da mistura pode ser diferente da somas dos
volumes separados e a contribuicdo entropica pode ndo ser aquela da entropia de
mistura de gases ideais. A parcela entrdpica € relacionada com o grau de ordenamento
das moléculas. Muitas vezes ndo ha correlagdo entre as posi¢des das moléculas numa
mistura e nestes casos a formula da entropia de mistura dos gases perfeitos continua
valendo. Vamos investigar este tipo de mistura. Vamos supor também que os volumes
sejam aproximadamente aditivos. Neste caso precisamos avaliar somente as alteracoes
energéticas devido a juncdo das substancias. Esta alteracao é devida ds contribui¢des de
energia potencial da interacdo molécula — molécula. Primeiramente vamos investigar a
energia de interacdo de uma molécula dentro de uma substancia liquida pura A. Vamos
supor que as forcas de interacdo sejam de curto alcance. Neste caso precisamos
considerar apenas os vizinhos préximos da molécula. De forma aproximada podemos

considerar uma energia média constante u,, de vizinhos proximos. Se chamarmos o

nimero médio de vizinhos pr6ximos na pura substancia A de nffA , obtemos uma
energia potencial de interacdo de

U =%NAanuAA (9.9.1).

O fator 2 garante que ndo contemos cada par de moléculas que interagem duas vezes.
Para um outro liquido puro B, teriamos analogamente
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U° =%NBnSBuBB (9.9.2).

B

Numa mistura das duas substancias, uma molécula A estaria rodeada na média de certo
nimero de moléculas A. E de se esperar que este nimero seja

My, =Noy X, (9.9.3).

Por outro lado, o nimero médio de vizinhos do tipo B da molécula A seria
proporcional a fracdo molar de B :

Rup = CypXp (9.9.4),

onde c,, ¢ alguma constante de proporcionalidade que depende da geometria das
moléculas. Analogamente podemos escrever os nimeros de vizinhos das moléculas B :

Nyp =Ny X, (9.9.5)

Mg, = CyaXy (9.9.6).

Se escrevermos u,, para a energia média de interagdo entre moléculas diferentes,
obtemos para a energia potencial de interagdo da mistura

U interacdo

mis

1 1
_1y oo Ly o _
~5 N ng,x,u,, + 5 NygngpXptpy + N ,CppXpltyp + NpCpy X, p =

o o
= N{nAAzuAA X, + n532”35 (1-x, )2 +(Cap +Cpa ) apXs (1-%, )}:

o o
- N |:nAAuAA + Npplipy

2

o
i NpgUpp }

- (CAB +Cpa ) Uysp } XAZ + I:(CAB +Cpa ) Uyp ~ ngB”BB] Xat

2
(9.9.7).
Isto € um polindmio de grau 2 da varidvel x, . Enquanto os dois liquidos estavam
separados, a energia potencial de interacdo das moléculas era um polindmio de grau 1:

interagdo 1 1
U, =N{EanuAAxA+5n§BuBB (1-x, )} (9.9.8)

l.separados
A pardbola descrita pela equacdo (9.9.7) pode estar aberta para baixo ou para cima,
dependendo do sinal do coeficiente do termo quadratico. Geralmente todas as energias
de interacdo sdo negativas, se contarmos o zero na situacdo de moléculas infinitamente
afastadas. Se o termo “hetero” (c,, +cy, )u,, estiver em médulo menor que o médulo
da média das interacdes “homo” a pardbola se abra para baixo. Vamos investigar esta
situacdo um pouco mais, pois ela apresenta um fendmeno interessante. A figura 9.11

mostra as contribui¢cdes para a entalpia livre da mistura para um sistema hipotético
tipico. Mostramos a contribui¢do da entropia de mistura —T'AS, a contribui¢do dos dois
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liquidos separados N 1§ + N, U5, a diferenga de energia potencial de interacdo AU,
isto é, a diferenca das equagdes (9.9.7) e (9.9.8), e finalmente a Entalpia resultante G.

Ny Noptg
Q)
)
AU
< G
@)
m
jc‘ﬂ -
<
+
O <
=
<
2 TAS
I~
L L L L L L L
00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1,0
X, Xa X'

Fig. 9.11 Entalpia livre de uma mistura ndo ideal.

Nota-se que a competicao dos termos AU e —TAS provoca mudangas de sinal na
segunda derivada da entalpia livre. Esta alteracdo da segunda derivada tem uma
consequéncia curiosa. Imagine que temos num recipiente uma mistura de A e B com

uma fragdo molar x, =0,55. O valor da entalpia livre que lemos no grafico na posi¢ao
x,=0,55 ndo é o menor valor possivel que o sistema pode alcangar nas dadas
condi¢oes de T, P e x,. A maneira de conseguir um valor menor de G € dividir o
volume em duas partes o0 e [ e encher estas partes com misturas com fragoes
molares  xj =0,929 e xﬁ =(0,071 . Isto significa que o sistema deixa de ser
homogéneo e se separa em duas fases homogéneas, uma fase o ricaem A e outra [
rica em B. As fracdes molares x“ e x* de cada uma destas fases deve ser tal que a

fragdo molar da espécie A tenha no recipiente todo o antigo valor x, =0,55. Isto é

x, = x"x% +xPxP (9.9.9)
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Nesta equacdo x“ é o nimero total de moléculas na fase o dividido pelo nimero total
de moléculas no sistema. A equacdo (9.9.9) afirma que x, € uma média ponderada das

fracdes molares x; e xﬁ . Como as duas fases sdo separadas, podemos (desprezando
efeitos de superficie) concluir que a entalpia livre do sistema € também uma média
ponderada dos valores G(xfj) e G(xﬁ) com exatamente 0S mesmos pesos:

G lo = x"G (x5 )+ x°G () (9.9.10)

Na figura 9.11 este valor € indicado com um discinho cinza. Percebemos que este disco
cinza estd abaixo do valor G(x,) e que a escolha dos valores de x$ e x° que levam a

um minimo da entalpia livre do sistema € dada pela condicao

| AE ©99.11)
axA PTN|, _o axA PTN|, _\

XA XA

9G | _[ dG oN, N oG ONy | _
dx, ), \ 9N, v, ox, ), (0N, N, ox, ),
_ oG | [ dG N

N, ), \ Ny ),

Desta forma a condicao (9.9.11) que tiramos da geometria da figura 9.11 € equivalente a
condicdo de equilibrio

Notamos que

(9.9.12)

T T (9.9.13).
Esta condi¢cdo é naturalmente satisfeita, porque no equilibrio valem pf = ug e
Hy = Wy

A separacao de uma mistura em dois liquidos € bem conhecida na vida cotidiana. Basta
misturar 6leo e 4gua para poder observar este fendmeno. Fala-se que 6leo e d4gua ndo se
misturam. De fato isto ndo € totalmente verdadeiro. Repare que as fracdes molares nas
duas fases ndo sdo 0 e 1. Entdo numa gota de 6leo que se encontra junto com agua
temos uma pequena parcela de dgua. Inversamente existem moléculas de 6leo naquele
liquido que chamariamos ingenuamente de dgua.

O fendmeno da separacdo de fases que mostramos com a figura 9.11 ocorre com todas

as fragdes molares x, entre os valores x" e x¢ :

X <x, <x$ =  separacdo em 2 fases (9.9.14)

Somente para x, <x ou x%<x,, encontramos o sistema espacialmente homogéneo.

Podemos marcar a regido de duas fases [xﬁ,xﬂ no eixo x,. Mas, pela figura 9.11,

fica claro que esta regido depende da temperatura. Na medida em que a temperatura T

aumenta o termo —TAS puxa a curva de G para baixo e os dois valores x° e x¢ se
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aproximam. A partir de uma temperatura critica ndo h4 mais separagdo de fases. Com a
condi¢do (9.9.11), podemos determinar a regido num plano x, ®T que corresponde ao

aparecimento de duas fases. A figura 9.12 mostra esta regido para o nosso exemplo.
Exercicio: deduza a equacdo da curva que separa a regido de duas fases da regido de

uma unica fase.

~ duas fases

uma mistura homogénea Unica

o0 01 02 03 04 05 06 0,7 08 09 1,0

X

Fig. 9.12 Diagrama de fases de uma mistura de dois componentes liquidos.

Este tipo de diagrama de fases pode-se elaborar também para misturas bindrias que
podem ter uma ou vdrias fases s6lidas. No caso de uma tnica fase sélida, temos uma

curva de G para o sélido e uma para o
liquido. A figura 9.13 ilustra a construgdo de
um diagrama de fase para este caso.

Fig. 9.13 Construgdo de um diagrama de fase para
uma mistura de duas espécies com fase liquida e fase
solida.

Quando 0<x, <1 ndo h4 mais uma Unica
temperatura de coexisténcia da fase liquida e
da sélida, mas um intervalo de temperaturas
que permitem a coexisténcia. Somente nos
extremos O=x, e x, =1, temos
temperaturas de coexisténcia Unicas. No
caso de misturas que podem cristalizar em
redes cristalinas diferentes e permitem mais
de um tipo de fase sélida os diagramas de
fase podem ser bastante complicados.

Uma aplicacdo importante da separacdo de
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fase de misturas bindrias de liquidos é o método de gerar baixas temperaturas com
misturas de “He e *He. O is6topo comum *He possui dois prétons e dois néutrons. “He é
um isétopo estavel com apenas um néutron. Em 1956 Walters e Fairbank® descobriram
que misturas de “He e *He se separam em duas fases, uma rica em “He e a outra pobre
em “He. A figura 9.14 mostra o diagrama de fase das misturas.

Fig. 9.14 Diagrama de fase de misturas de

2,0 T *He e *He.
liquido comum

Além de uma divisdo da &4rea numa
regido de duas fases e uma de fase
Unica, existe neste diagrama uma
12 divisdo numa regido de liquido comum
e superfluido. O estado superfluido do
0.8 T hélio é um estado sumamente estranho:
subef fluido \ o liquido neste estado ndo possui
viscosidade e sua condutividade
04 / duas fades \ térmica € mais de 100 vezes maior que
/ a condutividade térmica do cobre. De

fato a condu¢do de calor no He
superfluido  funciona de maneira
Xohe completamente diferente. O calor se
propaga da mesma forma como ondas
sonoras, inclusive com a mesma

0 0,2 0,4 0,6 0.8 1,0

velocidade.

Voltemos nossa atengdo para a separagao em dois liquidos. H. London percebeu que o
He na fase pobre em “He se comporta dentro do liquido como um gds ideal. Isto lembra
o caso da osmose. Vimos que agucar dissolvido na dgua pode ter manifestacdoes de
pressdo semelhantes a um gis ideal que ocuparia o volume da solucdo. Aqui a
semelhanga com um géds é até maior. Os dtomos de ‘He se movem de forma
essencialmente livre dentro do *He superfluido. A passagem de “He da fase rica em *He
para a fase pobre pode ser comparada com um processo de evaporagdao de um liquido.
Este processo € acompanhado por uma queda de temperatura. As maquinas criogénicas
de diluicdo de *He aproveitam este efeito. H. London, G. R. Clarke ¢ E. Mendoza
propuseram este mecanismo como método de refrigeracio’. Maquinas de refrigeracio
deste tipo s@o atualmente disponiveis comercialmente. A figura 9.15 mostra o esquema
destas méaquinas.

Uma mistura de *He e “He fica num recipiente chamado cAmera de dilui¢do ou cAmera
de mistura. A mistura se encontra separada em duas fases. A fase rica em “He flutua em
cima da fase pobre devido a menor densidade. Um tubo capilar que entra na camera
termina numa altura para poder retirar somente liquido pobre em *He. Este liquido, que
contem apenas 6% de °He, é levado para uma cimera de evaporacdo onde uma
resisténcia eleva a temperatura até 0,6 K para evaporar *He. Nesta temperatura a pressio
de vapor do *He ¢ tdo pequena que € praticamente s 0 ‘He que evapora. Desta forma
faz-se efetivamente uma retirada s6 de *He da cAmera de dilui¢do. O vapor de *He numa
pressao de apenas 0,02 Torr é bombeado por uma bomba difusora e é comprimido até

* Phase Separation in *He “He Solutions, G. K. Walters, W. M. Fairbank Pys Rev. 103 p. 263 (1956)
? Osmotic Pressure of He’ in Liquid He*, with Proposals for Refrigerator to Work below 1K . H. London,
G. R. Clarke e E. Mendoza Phys. Rev. 128 (1962)
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uma pressdo de 30 Torr. A tubulacio que transporta este gds passa por um banho de “He
numa temperatura de 1,3 K para retirar energia que o gds de “He ganhou na compressao.
Depois o “He é injetado na fase rica em *He. Desta forma mantém-se um fluxo
permanente de “He através da superficie de separacdo das duas fases, ou seja, um “fluxo
de evaporacdo”. Para isolar a ciAmera de mistura termicamente das partes “quentes”
(0,6K — 1,3 K), as trocas de matéria sdo feitas através de um trocador de calor
contracorrente com uma drea superficial de troca enorme.

Com este tipo de refrigerador pode-se manter temperaturas de poucos mK durante
horas. A poténcia de bombeamento cai naturalmente com a temperatura. Tipicamente
estes equipamentos conseguem bombear uma poténcia térmica de algumas centenas de
UW numa temperatura de 100 mK da camera de mistura, o que pode ser considerada

uma poténcia grande em comparacao com outros refrigeradores para esta temperatura.

Fig. 915
Esquema de um
bomba refrigerador ~ de
_ | diluicio de “He
1 /\/ em “He.
R
1,3K | |||
gas de °He ¢ ¢ gas de °He
0,02 Torr 30 Torr 5mK
|_—rico em °*He
— | pobre em *He
3
tubo capilar
aquecedor — W_ P
_
trocador de calor
9.10 Eletrdlitos B. Lesche

Solugdes com solutos ionizadas sdo de suma importancia na quimica. O tratamento que
usamos para solucdes diluidas ndo funciona quando as espécies dissolvidas sdo
ionizadas. Os dados experimentais mostram que a entalpia de excesso (a parte ndo ideal)
nao pode ser desenvolvida como série de Taylor nas fragdes dos solutos em torno do
ponto zero. A fung¢do come¢a como uma raiz quadrada. O tratamento tedrico de
solucdes iOnicas € dificil. As primeiras tentativas desenvolvidas por Milner eram
complicadas’. Depois Debye e Hiickel desenvolveram uma descricio tedrica dos

*S.R. Milner, Phil Mag. 23, 551 (1912)
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eletrélitos mais simples que funciona razoavelmente para solu¢des muito diluidas’.
Apesar de envolver argumentos microscépicos, que fogem da descricdo
fenomenolégica, vamos explicar a teoria de Debye-Hiickel pelo menos
superficialmente:

Imagine um volume V com um eletrélito com um solvente e espécies i0nicas de carga
gq; - Os nimeros de particulas satisfazem a relag@o de neutralidade da solug@o:

> q,N, =0 (9.10.1)
j=1

Queremos avaliar como os potenciais quimicos das espécies dependem das fracoes
molares. Para esta finalidade, imaginamos primeiramente um estado ndo real no qual
todos os fons estdo aleatoriamente distribuidas no volume da solucao, independente das
forgas elétricas. Imagine que fixemos nossa aten¢do num determinado fon /, da espécie

k e vamos imaginar um volume varidvel V, que contenha o fon /,. Se V, for tdo
pequeno que somente o fon /, esteja contido nele (V, =0 numa escala macroscépica),
a carga contida neste volume seria ¢, , ou seja, a carga do préprio fon /, . Quando
aumentarmos V, , a média temporal da carga contida neste volume se aproxima de zero
na medida em que V, se aproxima do volume total V , pois o volume total ¢

supostamente eletricamente neutro. Numa distribui¢do uniforme dos ions, a carga média
dentro do volume imaginado seguiria a seguinte lei:

Vv
A equacgdo (9.10.2) significa que, na solucdo randomica imaginada, o espago em volta
do fon I, estaria na média com uma densidade de carga elétrica uniforme com valor

V
ﬁ(V,k ) =q, -{1 Sl j para solucdo randémica (9.10.2)

—q,/V . Se o volume for muito grande, esta densidade de carga seria muito pequena.

Cada ion estaria rodeado por matéria essencialmente neutra. Nesta situa¢do, podemos
supor que os nossos resultados sobre solucdes diluidas possam ser aplicados. Para a
solucdo randomica teriamos entao

u’ (P, T)+RTInx, para k=0
s.random. P,T, ey —
e (P.T 00 x,) uko(P,T)+RT1nxk+i il para k#0
N\ dx, )
i /1(0.0...0)
(9.10.3).

Temos que fazer uma ressalva: podemos interpretar Wy (P,7) como potencial quimico
da espécie pura somente para o solvente (k=0). Para os fons isto ndo faria sentido. Nao é
possivel juntar numa caixa apenas um mol de fons positivos ou negativos. Para os fons,
podemos juntar os termos Wy (P,T) e N ~'of /9x, formando alguma fungio de Pe T':

. °(P,T)+RTInx ara k=0
Hks.random. (P,T,xl,...,xx) — uk ( ) v P (9104)
u,(P,T)+RTInx, para k+0

° P. Debye and E. Hiickel (1923). "The theory of electrolytes. I. Lowering of freezing point and related
phenomena". Physikalische Zeitschrift 24: 185-206.
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O fato de que as fun¢des W; (P,T) ndo sdo conhecidas, ndo importa no momento. O
que importa € que este termo nao depende das fracdes molares.

Queremos avaliar o quanto a solucdo verdadeira difere da solucdo randdomica. Na
solugdo verdadeira a carga média no volume V, se aproxima do zero muito mais
rapidamente. Para termos uma idéia de ordem de grandeza consideramos aqui um
exemplo numérico: com um litro de solugdo randomica teriamos para V;, =0,5litros na
média temporal ainda a metade da carga g, dentro do volume V, . Numa solucdo real
de 10 mol /litro de NaCl em dgua com 7 =300K terfamos um volume V, de apenas

10™"® litros em torno de um fon quase perfeitamente neutro. Para um eletrélito real,
temos, na vizinhanga de um fon positivo, probabilidades mais elevadas de encontrar
ions negativos e na vizinhanca de fons negativos a probabilidade de ions positivos é
mais elevada. Ou seja, em volta de um fon /, da espécie k , temos algo como uma

“atmosfera” de outros fons principalmente de fons com sinal oposto daquele fon 1, .

Isto significa que existe certa ordem na distribuicdo dos fons. Este ordenamento ndo é
tdo perfeito como num cristal por causa da agitacdo térmica. Esta ordem tem
consequéncias energéticas e entropicas.

A figura 9.16 mostra uma distribuicdo aleatéria de fons positivos e negativos num
espaco bidimensional e uma distribuicdo com ordenamento de curto alcance parecida
com aquela que existe num eletrolito real.

@ & v @ s
® @ S U’(‘E‘ e [S) (<)
s @ ® . & o ©
o 9 @ o & S
D D ’:F‘ P %B‘HH
® %dﬁ @ 4 ‘\+ o .
++ +¥P v ++
a b

Fig. 9.16 a) Distribuicio aleatéria de fons positivos e negativos, b) Distribuigdo com ordenamento de
curto alcance. s

O fato de que a distribui¢do de fons em torno de algum fon [, ndo tem o ordenamento

perfeito de um cristal, mas sofre flutuacdes térmicas, sugere que a verdadeira
distribuicao de fons possa ser substituida num modelo teérico simplificado por uma
distribuicdo continua de carga elétrica

o(7) (9.10.5)

que representaria uma média temporal da verdadeira distribuicdo. Resta saber que
distribuicdo p seria adequada. No capitulo 6, mencionamos o fator de Boltzmann que

descreve a probabilidade de encontrar um pequeno subsistema de um sistema
termodindmico num determinado estado energético. Debye e Hiickel usaram esta
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probabilidade para estimar a densidade média de cada espécie de fon e com isto a
densidade de carga elétrica. Para a densidade (particula / volume) da espécie j na
posicdo 7 obtém-se desta forma

n, (F)=n' -exp{—%j(f)} 9.10.6),

onde ¢(7) € o valor do potencial elétrico na posi¢do 7 e n;.’ € uma constante. Vamos
supor o fon [, , cuja “atmosfera i6nica” estamos estudando, na origem de coordenadas

(7, =0). Na escala atdmica o volume V do sistema € extremamente grande e podemos

formular uma condicido de contorno dentro dele. Uma distancia de um milimetro pode
ser considerada como um infinito. Vamos escolher a constante arbitrdria do potencial

elétrico tal que lim, _(7)=0. Entdo podemos concluir que a constante n;.’ ¢ dada

[Fle
pela concentracao da espécie j no volume V:
o N,=8, (umion) N,

n’ = - =t=c 9.10.7)

A densidade de carga elétrica em volta do fon I, € entdo dada por

p(7) =3¢, exp {——q-"i;r)} (fora do fon) (9.10.8)
j=1
onde
C.
b= (9.10.9)
*  particula

¢ a densidade numérica da espécie j (nimero/ volume no lugar de particula / volume).
Temos que somar ainda a carga do proprio fon I, . Vamos modelar esta contribui¢do
como uma casca esférica uniformemente carregada de raio b, . Em torno desta esfera,

temos ainda uma ou vdrias camadas de moléculas de solvente grudadas firmemente no
fon que impedem que a “atmosfera i6nica” se aproxime mais do que certo raio a, .

Desta forma, temos

-\ 3 ~ _qj‘q)(F) ] = q: =
p(r)—Zq,-c,-eXp{ T }9(|r| a)+258(f-n)  ©.1010)

onde k, = Rxparticula=1,38066x10"JK™" é a constante de Boltzmann, & & a
fungdo & de Dirac e 0 a fungdo de Heaviside (0(x)=0 para x<0 e

0(x)=1 para x>0). A figura 9.17 ilustra esta situacdo.

2a

Fig. 9.16 fon positivo com camada de solvatagio e
atmosfera idnica negativa. s.eshe
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A densidade de carga e o potencial elétrico devem obedecer as equacdes da eletrostatica
(E=—-grad} e div(eOE,E) =p):

8([F|-b,) (9.10.11)

—£,£, V0= gq,c, exp {_%(Tr)} 0(|F|-a,)+ L
j=1 B

onde g, € a permeabilidade elétrica do vdcuo e €  a constante dielétrica relativa do

solvente. Este uso da constante macroscépica da constante dielétrica € uma aproximagao
duvidosa. Mas ela é consistente e combina com a idéia de substituir a verdadeira
distribuicao dos fons por uma distribui¢do continua de carga. A equagdo (9.10.11) é
uma equagdo diferencial parcial para a incégnita ¢. Podemos reduzir o problema

supondo simetria esférica da “atmosfera idnica”:

1 d(,d B
ot r? dr(r drq)(r)j_

iqjéj exp{—m}e(r—ak)+4q" ~8(r—a,)

kT Ta

(9.10.12)

Esta equacdo diferencial € ndo-linear e seria dificil de resolvé-la. Se os raios dos fons
forem grandes, as energias ‘qj(b(r)‘ podem ser consideradas pequenas em comparacao

com a energia térmica k7. Entdo podemos desenvolver a exponencial numa série de
Taylor até o termo linear:

e, ~ d( 2L o(r )j

2 dr
s q (9.10.13)

= Z (r—a.)+ 26(r_ak)

1 = 4ma

Jj=
=0(neutralidade)

E relativamente ficil encontrar a solugdo da (9.10.13) compativel com a condigdo de
contorno lim, ,_ ¢(7)=0. A solugdo é (verifique!):

e—r/D
A . para a, <r
0(r)=1—2_Lip  para b <r<a (9.10.14)
4nee, r b e S
0
e i+B para r<b,
4nee b

onde

(9.10.15)

¢ uma constante chamada “raio de Debye” que caracteriza a espessura da atmosfera
i6nica. A figura 9.17 mostra o raio de Debye em funcdo da concentragdo de fons de uma
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espécie para uma solucdo aquosa em 25°C de um eletrélito com uma espécie positiva e
uma negativa, ambas com uma carga elementar.

Fig. 9.17 Raio de Debye

em funcdo da concentragdo
100 de um sal como NaCl
\ dissolvido da dgua a 25°C.
80 \
— 601\
£ \
Q 40
i \\
20 \\\\ Na equacdo (9.10.14) A
1 T — e B sdo constantes que
0 T temos que determinar a
10° 10™ 108 102 partir da continuidade
¢, [mol/litro] de ¢ e ¢ em r=a, .

(Note que ¢ nio €
continuo em r=b,

devido a singularidade da distribuicdo de carga na casca carregada.) As condicdes de
continuidade sdo:

—a, D
a4 g (9.10.16).
a, 4dmeE. a,
—A(iﬁLj e o g L 9.10.17)
a’ aD 4dmeE, a,
Da (9.10.17) obtemos A:
D
= & P (9.10.18).
4mee, (D+a,)
E inserindo isto na (9.10.16) obtemos B:
B = ——% ! (9.10.19).

dnee, D+a,

Com este valor da constante B , obtemos da equacdo (9.10.14) uma expressdao da
energia potencial da casca de carga elétrica do fon I, :

qk2 1 ka 1

= —— 9.10.20
Pl 4me e, b, 4mee, D+a, ( )
No limite V — oo a energia potencial deste fon na solucdo randdémica seria
2
3 1
s.random. __ qk - (91021)

ol 4me e, b,
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A diferenca de (9.10.20) e (9.10.21) contribui para a diferenca de energia interna entre o
estado da verdadeira solu¢do e da solucdo randdmica. Obtemos esta diferenca de
energia interna somando sobre todos os ions e dividindo por 2 para evitar contagem
dupla, pois cada fon aparece uma vez como ion central e também nas atmosferas
ionicas:

Ut ==y N N s 4’ RN (9.10.22)
5 8nee, (D+a,) particula = 8mee, Dk,

onde usamos no ultimo passo a, << D. O indice “el” se refere a interagdo elétrica dos

N

fons. U’ ¢é a corre¢io da energia interna devido a interacio fon —fon:
_ s.randomica el
U=U +U“.

Como o célculo foi todo feito com o volume fixo, usaremos a energia livre F =U —TS
para calcular o potencial quimico. A equacgao (9.10.22) fornece a corre¢do da energia
interna provocada pela interacdo dos fons. Precisamos ainda da correcdo da entropia;
§ = grredomica 1 g1 O ordenamento parcial dos fons certamente provoca uma
diminui¢do da entropia.

A teoria de Debye-Hiickel calcula tudo a partir do estado hipotético, que chamamos de
solug@o randomica. Infelizmente este estado ndo € real e teremos que inventar manobras
imagindrias duvidosas para alcangar este estado imaginado. A manobra duvidosa e tao
irreal quanto o préprio estado randémico consiste em desligar a interagdo entre os fons.
Vamos imaginar que tenhamos o poder de desligar a interacdo entre ions com
pardmetros de controle A, para cada espécie de fon.. A energia de interagdo entre dois

fons a e b em posi¢des 7, e 7, seria entdo

}\'a qa }\'bqb

(9.10.23)
4me €,

F—T)|

Para A, =1, Vk, recuperamos a verdadeira energia de interagdo e para A =0, Vk

podemos realizar a solucdo randomica. Estes pardmetros de controle ndo existem no
mundo real. J4 que eles sdo puramente imaginados, vamos ainda supor que eles nao
afetem a energia de interacdo de ions e solvente, pois esta interacdo € bem-vinda na
solucdo randdmica; ela estd contida nas expressoes (9.10.4). Isto significa que podemos

imaginar dentro do nosso sistema um outro sistema termodinidmica X independente
com energia interna U e entropia S com varidveis de trabalho A, . Da expressio

(9.10.23), vemos que a energia interna deste subsistema, U ¢ & uma funcao
homogénea de grau 2 das varidveis A, se mantermos a configuragdo geométrica dos

fons constantes. Como a energia interna U do sistema hipotético X ndo tem

parcelas de energia cinética das particulas, a entropia S¢ é dada somente pela
desordem geométrica, ou seja, pelo nimero de configuracdes geométricas das particulas
no volume V sem nenhuma contribui¢do de configuracdes no espaco de momenta

linear. Desta forma, podemos supor que U seja uma funciio homogénea de grau 2 dos
A, também quando mantermos S¢ constante. Com o teorema de Euler de fungdes
homogeéneas, temos entao:

3 oU*

A
k=1 ¢ akk

=20 (9.10.24).

1
STV N,
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Agora vale

el el
(aU J :(aF J (9.10.25).
akk SV N, akk TVNA,
Entdo temos
K el
xk(aF j =2U" (9.10.26).
- oA
k=1 k JTVNI,

Agora mantendo 7 constante, a energia U® & uma fun¢io homogénea de grau 3 nas

varidveis A, , pois
s 2 24
Ul = _Z‘: RN g’ \/Zj:lkj 95 €,

(9.10.27)
o kp8me €, Jk,TE €,
O teorema de Euler fornece entdo
s el
DA (aLJ =3U" (9.10.28).
k=1 akk TVNA,
Comparando a (9.10.26) com a (9.10.28), concluimos que
F =§U"” (9.10.29).

Temos tudo para calcular a correcao dos potenciais quimicos. Mas antes, podemos ainda
determinar a alteracao da entropia causada pela interacao elétrica dos 6ions:

Uel _Sel 1 Uel

T 3T

Para o célculo dos potenciais quimicos, consideramos a energia livre da solu¢do como
soma da energia livre da solugiio randomica e da correcio F¢ .

a':Fx.rand(Sm + Fel]
W, (P.T,x,....x,) = -
TVN,,

Sel

(9.10.30)

AN,

u (P T)+ RT Inx, +0 para k=0

= 2 ' s .ZA.
u; (Ps.mndém’T)_i_RT ln xk _ qk R zj':l q_l C_/

8me € .k, \Jk,TEE,

para k#0

(9.10.31)

Nesta equacgdo aparece, no argumento das fungdes U7 € W, , um valor de pressdo

PP diferente da pressdo P da solucdo. Temos que explicar que valor & este.
Sabemos que o potencial quimico pode ser escrito como fungao das varidveis intensivas
P,T,x,...,x,, e € certamente o mais adequado de usar estas varidveis para calculos com

potenciais quimico. Mas a energia livre do outro lado direito da equacdo depende das

199



suas varidveis naturais V,T,x,....,x

s

. Para dados valores de P,T,x,,...,x,, podemos
calcular o valor de V da solugdo. Mas esta fungdo V (P,T,x,,...,x,) é uma para a

solugdo verdadeira e seria outra \ #-random (P,T,xl,...,xs) para a solucdo randdmica. Ou
inversamente, podemos escrever para um dado valor de V um valor da pressdo da
solugdo randdmica: P*" " (V,T,x,,...,x,) e outro P(V,T,x,,...,x,) para a solugdo

verdadeira. A diferenca, a alteracdo de pressdo causada pela interacdo dos ions podemos
facilmente calcular:

el
Pel = P _ Ps.randém — _(aF j (91032)
v )
Com
s 2
Fel __%ZX: qukZR \/zj:lqj NiR Tk, (9.10.33)
3io8neg k,  \JVk,TeE, o
obtemos
s 2
pl = _12 N.q.’R \/ZFI(Z’ NiRTky _
35 8mee k,V VK, Teg,
(9.10.34).

s 2A .
Zj:l 4q; ¢, U*

K A 2
_ _l Crqy _

3o 8nee, (Jk,TeE, 3V

Este é um resultado curioso: a pressio P obedece 4 mesma relacdo da pressdo de

radiacdio, mas desta vez ela é negativa porque U <0. Isto é um detalhe que deve
interessar aos cosmologos.

Com o resultado (9.10.34), podemos expressar tudo em termos da pressao P :

b s.randém N e a O(.) ’
TN

NPT
PP s.random
= (P)+ | v dP’~  (9.10.35)
P aN k P.\.mmlr‘mT N
. , a V s.randoém
e
k Ps.ra/xdﬁmT N_;

A alteracdo do volume da solu¢do provocada pelo acréscimo de ions é geralmente
pequena. Para a imaginada solu¢do randémica, podemos supor o mesmo. Desta forma

podemos desprezar o termo adicional para k#0 e igualar u; (P”“"dé’”) e W, (P) no

resultado (9.10.31). Para o solvente (k=0), podemos aproximar a derivada
V" | 9N, pelo volume molar do solvente puro:
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W (P.T,x,....x,)=

s %
2 A
R (297
uo (P, T)+RTInx, + Yo ( i ]) para k=0
_ 24mee k. (Jk,TeE,
2 / ’ 28
. R _ q C.
w, (P, T)+RTInx, — L z] — para k#0
8mee ky (Jk,Te e,

(9.10.36)

Com este resultado pode-se calcular a depress@do do ponto de congelamento ou a
elevacdo do ponto de ebuli¢cdo ou se pode descrever o equilibrio de reacdes quimicas
que envolvem as espécies i0nicas. Apesar dos argumentos bastante duvidosos usados na
deducdo deste resultado, a féormula (9.10.36) descreve muito bem os resultados
experimentais para baixas concentracdes. Enquanto

1

qel
pode-se usar o resultado (9.10.36) como uma boa descri¢do dos eletrélitos. A teoria de
eletrolitos para altas concentragdes € ainda um desafio da fisica tedrica.

Z;:I q,°¢; <0, O7(litr0)_% com g, =cargaelementar  (9.10.37)

201



