Aula 3:Vetores

Na aula de hoje todos os exercicios experimendaisnglividuais e os resultados devem ser entregues.

Hoje vamos conhecer grandezas tridimensionais ésvterdo oportunidade de comparar
resultados experimentais com uma previsdo tedvlamos comecar com uma grandeza
fisica chamadavetor deslocamento ou vetdranslacdo Os objetos para os quais esta
grandeza é definida sdo pares de pontos no eshat@n o dominio desta grandeza é o
mesmo da distancia espacial. Mas antes de deftares precisamos pensar um pouco
sobre 0s conceitos de espaco e ponto:

Espacos fisicos

Um ponto € um conceito bastante complicado. Osnré&teos encontraram uma maneira
de evitar as complicacbes envolvidas. Quando etmsnulam a geometria eles
simplesmente ndo definem o que € um ponto, umaerata plano. Isto funciona, porque
eles se interessam apenas pela estrutura com asjeal objetos se relacionam. Mas na
fisica esta abordagem néo é aceitavel. No labavaimos que dar significados concretos
a estes conceitos. Podemos entender como pontananta em forma de cruz feita numa
superficie com uma ponta fina. O ponto € o lugacrdeamento das linhas. Claro, quando
olharmos o cruzamento com uma lupa vamos logo naelapinido e dizer que isto ndo &
um ponto, mas uma mancha enorme e mal definidatuAciio é exatamente a mesma
daquela das grandezas fisicas. Temos uma idéieaddeza, mas sempre que realizarmos
esta idéia, desvios do comportamento ideal apare®diato, que 0s pontos que realizamos
experimentalmente na verdade sdo manchas, contaitmiém para os erros experimentais
de grandezas definidas com pontos. Este é o caslistdcia espacial. O tamanho das
manchas que chamamos de pontos limita a possiglida diminuir o erro experimental
das medidas de distancias. Fora dos pontos marcoscruzes vamos admitir que
existam outros pontos ndo marcados. Para poder delaum ponto destes, podemos
descrevé-lo em termos de pontos marcados e déeslggométricas.

Antes de definir os vetores temos que lembrar ddamitia, porque este conceito é
fundamental para a propria nogdo de espaco fisidgualdade da distancia foi definida
com o0 encaixe de um compasso. Mas para que esbelongdé definir classes de pares de
pontos funcione consistentemente, € necessarior fgppos adequados para marcar 0s
pontos. Se ndo, pode ocorrer que 0 mesmo compassongem encaixava perfeitamente
nas marca#\ e B hoje ndo encaixe mais (pense em marcas feitas masaa de pao em
fermentacdo). Precisamos usar corpos com propeeddd rigidez para garantir nocoes
geométricas consistentes. Mas mesmo usando cofgio®s observamos um detalhe
complicador: Pontos marcados na carroceria de umo geermitem definir geometria
perfeitamente. Pontos marcados no asfalto da mubé&a permitem definir geometria
perfeitamente. Mas se usarmos as marcas no camto fgom as marcas no asfalto,
encontramos inconsisténcias, a ndo ser que o estefa parado. Entdo o asfalto define um
espaco e o carro outro. Na verdade ndo exstspaco fisico, mas espacos fisicos.
Associado a cada espago temos um sistema de cpgpasfazer as nossas marcas de
pontos. A este sistema de corpos chamamosfdeencial

O encaixe de compassos entre pontos resulta niandega que nao depende da ordem dos
pontos;

=d,, (1.3.1)



A definicdo da soma era tarefa de casa. Para @ ajue ndo conseguiu resolver este
exercicio damos a definicdo de soma aqui. Primeinéendefine-se uma ordem de valores
de distancias. Sefaum ponto. Encaixamos uma das pernas de um compastoponto e
percorremos com a outra perna todos o0s pontos euolearin a mesma distanca
correspondente a abertura do compasso. Isto desenex esfera de raid. Definimos que

0S pontos no interior desta esfera tém uma dist@locpontoA menor qued e 0s pontos
exteriores tém uma distancia Alenaior qued. Uma vez que podemos comparar distancias
no sentido maior e menor podemos definir a somdisténcias da seguinte forma: Sejam

A B, CeD pontos. Para construir a distandg, ; +d ; usamos um compasso que

encaixa no parG,D) e construimos a esfera de rai(g’D) e centro no pontB. Nesta esfera

procuramos o pont& que tenha a maior distancia do poAtoO par A, E) define a
distancia d g tdcy - (Exercicio: desenhe a situacdo geométrica dascresta

definicdo.) Uma consequéncia direta desta dgfiné a seguinte desigualdade, conhecida
como desigualdade de triangulo:

dug+*og 2 dag (1.3.2).

Vetores deslocamento ou translacao
1) Dominio da grandeza vetor deslocamento

A grandeza vetor deslocamento € também definida pares de pontos. Mas, as classes de
equivaléncia sao outras:

2) Definicdo de igualdade de vetores deslocamentDois pares de pontos(A, B)e

(C,D) tem o mesmo valor da grandeza vetor deslocan{entse diz, eles definem o

mesmo vetor), se e somente se o par (C, D) podebsielo a partir do par (A, B) por um
transporte paralelo.

Provavelmente todos lembram dos tempos das aulagedmetria na escola como
transportar retas paralelamente deslizando um dsguauma régua. Da mesma forma
podemos transportar pares de pontos. Primeiramneectesta-se uma aresta do esquadro nos
pontos e fazem-se marcas na borda do esquadrocabdos pontos. Depois podemos
deslizar o esquadro sucessivamente em varias dgegbas marcas descrevem pontos
transportados paralelamente. A figura 1 d4 um el@apste processo. Nao é necessario
gue o0 esquadro tenha um éangulo reto. Mas ¢é
A EV g importante que os lados do triangulo e da réguansej
e : Lo linhas retas. O que é uma reta pode ser definidoao
‘ grandeza distancia. A reta fornece a conexao mais
curta entre pontos. Todo procedimento pode sear feit
também para pares de pontos fora do plano de
desenho. Mas tecnicamente o transporte paraledo fic
mais complicado. Por isto vamos nos restringiruia a
somente ao plano da mesa.

Fig. 1 Transporte paralelo de um par de pontos




Vamos escrever o valor que a grandeza vetor destta assume para o par de pontos

(A, B) como [A, Bj € vamos escrever o conjunto dos possiveis vattaregandeza vetor

deslocamento como ID. Valores da grandeza vetor deslocamento s&o @sccibm
simbolos com uma seta comb e se fala ¥ é um vetor”. O conjuntd) vamos também
chamar deespaco vetorial de vetores deslocamento

3) A soma de vetores

Sejam v,JD e v,00D dois valores da grandeza vetor deslocamento.f&anar a soma

Vv, +V, escolhemos trés pontos, B e C tais que V, :(A:)Bj e v, :(BTCJ . A soma e

[ Ac]

entéo definida comoy, + v,

Fig. 2Soma de vetores

Exercicio: Verifigue experimentalmente que
esta definicdo da grandeza vetor deslocamento
é auto-consistente.

O nome de vetor deslocamento sugere uma
interpretacdo muito simples da definicdo de
soma: vamos imaginar um pequeno objeto que
se desloca do pontd até o pontoB e em
seguida do pontd até o pontoC . A soma
dos vetores deslocamento é simplesmente o
deslocamento resultante dos dois movimentos. Quiggpretacdo dos vetores e € em

termos de translacdo. Se temos um vetdr) podemos procurar para cada poro no
espaco um pontd tal que vV = (ﬁ) A associacdcA > B define um mapeamento do

espaco em si mesmo que chamamos de translacdon® d® dois vetores corresponde a
aplicacdo consecutiva de duas translacoes.

Os pares de pontos com dois pontos igl(IAi,SA) definem um vetor que néo altera vetores
guando somado:

\7+(K“A):v (1.3.3)



Entdo este vetor é o valor zero da grandeza veslochmento, e vamos escrevé-lo como o
simbolo 0. Para cadadD existe exatamente um vetor, que chamaremosvdeal que

V+(-V)=0. E facil ver qual é este vetor: e(ﬁ) é simplesmente o(ﬂ)

experimente! Como para qualquer grandeza fisicdempos definir a multiplicacdo por
nameros a partir das somas repetidas:

NV = V+ v+ v+ [V (1.3.4)

nvezes

A multiplicagdo com numeros fracionarios é defined@atamente como foi discutida na
primeira aula e a multiplicacdo com o numert ¢é definida por

-V=-v (1.3.5)
No lugar de é+(—6) vamos escrever tambénd—-b e chamar esta operagdo de

subtragdo. A figura 3 mostra a soma e da diferdegdois vetores. Para poder distinguir a
ordem dos pontos de um par de pontos desenha-ssaianpara representar um vetor. A
seta aponta do primeiro para o segundo ponto do par

Figura 3Soma e diferenca de vetores.

O vetor deslocamento é uma grandeza tridimensidstal.
significa que precisamos de no minimo trés valbéscos
desta grandeza para poder escrever um valor quaique
combinacéo linear dos valores basicos. Porém, regdmyar-
mMos somente vetores no plano da mesa, bastametoiey
béasicos. O

conjunto de valores basicos e cfhamado a=15b:+20bs

uma base vetorial A figura 4 da um
exemplo de uma base no plano do
desenho. Na figura um vetar esta escrito

em termos de uma ba%ﬁl, 62} :

-

Fig. 4Base vetorial no plano b
2

Evidentemente todos os pares de pontos
gue definem o mesmo vetor tém a mesma
distancia. Ou seja, as classes de b:

equivaléncia da grandeza  vetor

deslocamento sdo uma subdivisdo das classes ddegeadistancia. Esta situacdo permite
associar a cada vetor o valor da distancia de unde@@ontos que define o vetor. Vamos
chamar este valor deddulo do vetoe escrevé-lo com dois tracos:

\(KE)‘ = Qap) (1.3.6)

Def



A associacao vetor deslocamentodistancia é uma funcéo definida no conjuiito que
toma valores no conjunto de valores da grandezandis.Exercicio para casaPense se
esta funcao é linear ou néo.

Como no caso de outras grandezas fisicas, a fooneagierimental de somas tem sempre
algum erro. Testes de auto-consisténcia podemareestes erros experimentais. Vamos
fazer um teste deste tipo:

Exercicio:

Desenhe trés pontos @, B, que nado fiqguem numa reta. Determine o véﬁ) +(6T3)

de duas maneiras diferentes: a) Translade o(@aA) para o pont® e b) translade o par
(O, B) para o pont@d . Ambos os procedimentos deveriam resultar no roegtor soma,

pois (O—K)+(6T3) deveria ser igual 40—§)+(67A) Observando com cuidado (use

uma lupa) vamos perceber uma pequena diferencdalaws erros experimentais. A figura
5 mostra esta situagdo com um erro exageradameameegpara poder visualizar melhor:

Fig. 5Soma de vetores com erro experimental, as setasagindicam os processos de translagéo dos pares
de pontos.

O verdadeiro vetor son(aD—,TA\) +(6T3) yperimental

seria dado por um par de pon{®3, C),

mas provavelmente nenhum dos dois
pontos, nem d> e nem OE , seria o
ponto certoC. Quando executamos uma
das duas somas, digamos aquela que a

transporta o pafO, A) para o pontd,

obtemos um vetor resultad@ :(O, E) @ b

gue difere do verdadeiro vetor soma
(O—A)+(m3) por um vetor de errad (a letra Gregad (delta) é frequentemente usada

para diferencas, erros, e valores pequenos)

(0.A)+(0B)=(q5+3 (1.3.7)

Infelizmente ndo conhecemos este vetor &r@ consequentemente ndo conhecemos o
verdadeiro vetor soma. Mas podemos estimar o mdttuletor erro. E bem provavel que
0 modulo do vetor erro ndo seja maior que a disgamatre os pontosE e D. Faca este
teste de auto-consisténcia varias vezes e teriteagsis modulos dos vetores erro. Vamos
chamar o valor tipico que vocé achou ale Entdo quando vocé constréi uma soma

(O—A)+(m3) o vetor S, que resulta da construcao, difere da verdadeinaa por um
vetor d que tem tipicamente o méduf®

(0A)+(0B) = 3+3 com [§[=3 (1.3.8)



Hoje vocés podem, pela primeira vez, verificar ulaa da fisica, uma lei muito
fundamental que descreve um aspecto da estrutueapizo fisico. Na verdade a propria
existéncia da grandeza vetor deslocamento ja éspecto da estrutura do espaco fisico. A
lei que vocés devem verificar € conhecida comddgparalelograma. Ela diz:

@+ +|a-H =24 +2 8 (1.3.9)

Olhando a figura 3 podemos entender por que o masi lei. Podemos também formular
esta lei em palavras: a soma dos quadrados dasndiagde um paralelograma € igual a
soma dos quadrados dos quatro lados.

Para verificar esta lei vocés desenham trés ponipsA, B que definem os vetores
é=(0, A), b =(O, B), formam o vetora+b e medem os comprimentos dos vetores. Na

verificacdo da equacao (1.3.9) temos que considerarros experimentais. O vetar b
tem que ser construido e esta construgéo tem@rvetor a-b = (?A) ja esta pronto e

este ndo tem erro, mas a medida do seu modulortem®s medidas dos moédulos d& e
b também tém erro.

Veremos agora o que podemos dizer sobre o médulerdadeira soma(ﬂ) +(m3) e

0 médulo do vetor resultadés da sua construcdo. Da desigualdade de trianggoes
imediatamente uma desigualdade para os modulostdees:

v+d < v+ (1.3.10)

Aplicando esta forma da desigualdade de triangalequacao (1.3.8) obtemos

(CA)+(0 B < [$+5 (1.3.11)

Agora vamos aplicar a desigualdade de triangulos niana vez na equacao (1.3.8).
Primeiramente escreveremos esta equacao um pdecende:

s = (676) +(6“E%+(—8) (1.3.12)
A aplicagéo da desigualdade de triangulo resulta em
s < [0 A+(ag+[-3) (1.3.13)
Mas o vetor -5 também tem o méduld e a desigualdade (1.3.13) significa
s < [0 A+(aB+s (1.3.14)
ou
‘(cT,A)+(6,T3)‘ > [4-3 (1.3.15)



Juntando as duas desigualdades (1.3.11) e (1.34&)emos dizer: “0 mddulo do
verdadeiro vetor soma difere do modulo do vetor goee construiu por no Maxima®
para cima ou para baixo”. Quando vocé mede o mdédmileeu vetor resultado com uma
régua, a medida da distancia tem também um erreriexgntal cujo moédulo chamaremos

de 0., Este erro € tipicamente 0,5 mm, mas pode serrrsaiovocé tiver problemas
visuais ou se as suas marcas de pontos forem gnassas. Entdo o erro do modulo do
vetor a+b pode ser estimado com+9d,,,.. Finalmente temos que calcular os erros dos
guadrados dos moédulos (propagacédo de erro) e alasrsomas dos quadrados. Feito tudo
isso podemos julgar se os dados experimentais @@&pativeis com a previsdo teodrica
(1.3.9). Faca os desenhos, as medidas e escreeadise de erros de forma organizada e

clara. No final do seu trabalho deve ter um julgatmeverificando se os seus dados séo
compativeis com a equacgédo (1.3.9). Entregue redialho.

Escalares e outros vetores.

Quando escrevemos um vetor deslocamerdo como combinacao linear de vetores
basicos, criamos trés grandezas unidimensionajs a,, a, que S80 0S numeros que

multiplicam os vetores basicos:

d=ah+ah+ ah (1.3.16)
Cada uma destas trés grandezas depende do @etBorém, elas dependem ndo somente
do vetor @ mas também da escolha da ba{sﬁlﬁzﬁs} Quando mudarmos a base os

numeros a,, a,, a, mudam contravariantemente para manter o \@timvariante. Outras

grandezas unidimensionais néo tém este tipo de mbampento. Por exemplo, a massa néo
depende de forma alguma da nossa escolha da baspagolD . Também o mdodulo de um
vetor ndo depende da escolha da base (excluidsoagc@ o vetor do qual estamos falando
€ justamente um dos vetores basicos). As grandezdisnensionais que nao dependem da
escolha de base no espao vamos chamar descalaresTodas as grandezas fisicas que
resultam da multiplicacdo ou divisdo da grandezarva@eslocamento por uma grandeza
escalar vamos chamar detor, ou mais precisamente tfevetor (mais tarde, na Teoria da
Relatividade vocés conhecerdo aigdadri-vetores

Escalaressdo todas as grandezas unidimensionais que ndendiEp da
escolha de base no espaco de vetdbes

Vetoressdo todas as grandezas em forma de produto descataecom a
grandeza vetor deslocamento.

Estas definicdes sdo validas para boa parte deaFsdmente na Teoria da Relatividade
temos que modifica-las.

Mais tarde veremos ainda como definir duracdo teatp®e forma um tanto imprecisa
falamos simplesmentempo A unidade de tempo mais usada na fisica é o gegis), que
originalmente era ligada a duracdo de um dia eatuemente é definida como duracéo de



um namero enorme de oscilacdes de certo tipo dacat8e dividirmos a grandeza vetor
deslocamento, que descreve um deslocamento deanfzufa, pelo tempo que transcorreu
durante o deslocamento, obtemos a grandeza vetlecidédamos chamar o conjunto de
valores desta grandeza d¥, o espaco vetorial de velocidadeSe a velocidade de uma
particula muda durante um tempb, podemos dividir a diferenca de velocidades p&io

e a grandeza resultante chamamos de aceleracd@alddss desta grandeza formam outro
espaco vetorialA . Multiplicacdo pela massa leva a outro espacoriattd, o espaco das
forcas. Desta maneira podemos formar uma infinidkdgrandezas vetoriais. Todas estas
grandezas sao tridimensionais. Mas os espafosV, A, F,..... séo diferentes. Por

exemplo, uma forca nao corresponde a um par da)spc(m, B). Mas podemos usar o

espaco D) para representar vetores dos outros espacos Igiathente. Por exemplo, no
caso das forcas, podemos multiplica-las com umrwiééo 1s°/kg e transforma-las em
vetores do espacdd e desenha-las como setas. Podemos também usarvaldr, por
exemplo, 500¢€ /kg ou 10° & /kg para obter um desenho de tamanho razoavel capaz de

mostrar as for¢cas do nosso interesse. Este tigradsformacdo de vetores do espako
em vetores do espacd ¢ feita emdigramas de for¢caDiagramas de velocidades, de
campos elétricos etc. sao obtidos analogamente.

Para todas estas grandezas vetoriais podemosrdefitddulo. Se a grandez& é obtida
a partir da grandeza vetor deslocamen® através da multiplicacdo pela grandeza
unidimensionalU vamos definir o médulo d& da seguinte forma:

G|=[v]|5) (1.3.17)

Vamos ainda introduzir um espaco vetorial que rdicesponde a nenhuma das grandezas
importantes da mecéanica como velocidade, for¢ca mas que, digamos, serve para todos
estes “senhores importantes”. E assim dizer umgappéblica para todos eles. E o espaco
vetorial que obtemos dividindo os vetores @e por alguma distancia. Por motivos que
ficardo claros em instantes, vamos chama-lespmco para bases universasscrevé-lo
como B. Os vetores deste espago tém modulos que séo oging® multiplicarmos um
vetor deste espaco por um modulo de uma grandepaiale obtemos um vetor desta
grandeza. Por exemplo, se multiplicarmos um vetgoBdpor 1kgm/é obtemos um vetor
forca. Podemos formar varios vetores forca destad@® escrever um vetor forca qualquer
como soma destes. Podemos fazer isto logo de foaigmsistematica escolhendo uma base

{Bl 62 63} no espacd e escrever as forgas na forma
F=Fb+F,b,+Fb, (1.3.18)

As grandezasF, F,, F, sdao unidimensionais, mas elas ndo séo escafmegje elas

dependem da escolha da Has®s valores destas grandezas podem ser escritus @m
ndmero vezes uma unidade; no caso das forcas, nitade seria kg mfsDesta forma
podemos expressar todas as grandezas vetoriaia omgsma base:

! A escolha de base e é naturalmente equivalente a uma escolha deeinase .



Velocidade= V= Vbt Y+ VI
aceleragdo= & ap+t apr a,
momento linear " pbB pl P,

etc.

As grandezas unidimensional4, a,, p,,..... (comk = 1,2,3) chamamos d®mponentes

dos vetored/, @, p na base{Bl,Bz,Bj} . As componentes levam a unidade do médulo da
grandeza. No caso da velocidade m/s, da acelenaisialo momento linear kg m/s etc. .

Produto escalar de vetores

Vimos como formar uma nova grandeza fisica pelatipicecdo de uma grandeza
unidimensional e outra qualquer. Agora vamos costheima multiplicacdo de dois vetores.
Mas para isto temos que falar primeiramente sobudtiplicacdo de valores de uma
grandeza unidimensional por um namero negativo.

Para vetores deslocamento a multiplicacdo par tem um sentido bem concreto e facil de
entender. Mas para grandezas como massa ou distaocidistancia ao quadrado a
multiplicagéo por -1 né&o tem uma interpreta¢éo simples. 8g € o valor da massa de

um corpo .4 podemos entender-m, como um valor de “divida de massa’. O

significado deste tipo de valor tem que ser entBtndempre em conexao com a soma de
valores: se um valor de masss, € igual a soma dam, e —-m, isto significa que uma

balanca simétrica fica em equilibrio horizontal mp@ os corposC e .4 juntos de um
lado ficam em equilibrio com# do outro lado. Para os objetos para os quaiaragea

foi definida, estes valores negativos tém apenasentido formal e poderiamos trabalhar
muito bem sem eles. Mas no caso do produto eseatas valores ficticios ganham um
significado concreto para outros objetos. No casgyrandezas originais sao quadrados de
modulos. Vamos definir o produto escalar primeinai@epara vetores deslocamento. O
mesmo procedimento pode ser usado para qualqudosraspaco®, V, A, F, B..... :
mas o casd é mais intuitivo porque podemos ver os vetoresnd&definir:

Sejam a0JD e bOD vetores. O produto escalar destes vetores é
I § T A
ab = Har§ -|o- 4] (1.3.19)

Este produto € escrito com um ponto de multiplioa€a fator ¥ foi escolhido para que o
produtoal@A tenha uma relacéo especialmente simples com olmddwetor:

am = |o (1.3.20)



Sea e b forem valores de duas grandezas do tipo vetdocisento de um objetoa
expressdo alb é mais um atributo deste objeto e constitui umeangrandeza fisica.
Quandod e b n&o tém nada a ver com uma escolha de base,datprab é um
escalar. Ocasionalmente pode ocorrer que o médul@tbr a—b € maior que o médulo

do vetor a+b e nestes casos teriamos a situacéo curiosa ciegsrde valores negativos
de uma grandeza que originalmente nao tinha vatwgativos. Mas, veremos que para 0s

vetoresa e b estes valores tem um significado bem concreto.

Muitas grandezas fisicas de maior importancia s&midas como produtos escalares.
Vamos investigar um pouco as propriedades do poockdcalar. Pelo fato que

‘é— 5‘ :‘B— ?# podemos concluir que

alb=bla (1.3.21)
Outra propriedade muito importante deste produto @atdo Obvia. Vale o seguinte
teorema:
Teorema Para todos os vetorea D, bOD, ¢OD vale
alfo+c) = alb+dlk (1.3.22)

A demonstragcdo do teorema € uma aplicacdo da Iei mhvalelogramas (1.3.9)

Primeiramente substituimos os vetorés , b e a , ¢ na definicdo de produto escalar
(1.3.19) para poder escrever o lado direito daguél.3.22)

<ML = B T DU T I TS S Sy
alb+at = Z{‘a+ 4 ‘ a ¢}+Z{| af-|"a |c} (1.3.23)
Em seguida aplicamos a lei do paralelograma paaa das quatro parcelas nesta equacao:
—2 2 -2 ~|2
la+b[ =2/4°+ 2§ -|a- 1 (1.3.24)
-la-¢° =-2|4" - 2|4" +|a+ ¢ (1.3.25)

Inserindo isto na (1.3.23) obtemos

alb+at = %{;\a{+2\6\2—2\a—6‘2+2|a+q2—/217¥—2|c|2} (1.3.26)

—12 -2
Agora vamos somar um zero na forma‘aﬁie c- b{ —‘é+ T l#

ara = o dafedat 4f e e cfaaz

2 0 objeto pode, por exemplo, ser um sistema de plargculas e os vetores sdo os deslocamentos das
particulas.
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Percebemos que a aplicacao da lei de paralelognameermos sublinhados com um traco
. . —_ -2 .
simples resultam eda+ c+b( e nos termos sublinhados com tragco duplo resuétiam

—‘é -C- 5{2 . Entdo mostramos
alb+at = %Ué+b+$—‘&f&1ﬂ:a@abj: (1.3.28)

Isto conclui a demonstracao.

A aplicacdo deste teorema a somas repetidas lex@iatamente ao resultado que fatores
numéricos podem ser tirados fora do produto esc@karda e b s&o vetores B (letra
Grega beta) um namero vale

affpb) = p(am) (1.3.29)
Combinando a equacéao (1.3.22) com a (1.3.29) poslafironar que
affpb+ye) = B(ah)+y(ax (1.3.30)

onde B e y (letra Grega gama) sdo numeros. A equacgédo (}.8i§0ifica: podemos
formar a combinacdo linear antes de multiplicaralesmente com a ou depois, o
resultado é 0 mesmo. Isto significa linearidadeléPwws considerad® uma funcéo do
vetor b e o nosso resultado (1.3.30) significa que @stgdo é linear. Podemos
considerar alb também uma funcdo do vetod . Com a simetria (1.3.21) segue
imediatamente que esta funcdo também é linear.p@demos considerarab uma
funcdo que depende de duas varidveis, @ee de b, e esta funcdo é linear nas duas
variaveis. Este tipo de funcdo chamaimear.

A figura 6 mostra um caso de produto escalar eslmeente interessante. Neste caso o0s
dois vetores estdo perpendiculares. Isto signdisa os quatro angulos do paralelograma
sao todos iguais. A simetria da figura implica queste caso as duas diagonais tém o
mesmo tamanho e consequentemente o produto egcako. Inversamente, se as duas
diagonais foram do mesmo tamanho, os quatro angalmgodos iguais e os angulos sao

retos. Isto motiva a definir: o vetoEi se chama ortogonal ao vetds se e somente se
alb=0.

Fig. 6Vetores ortogonais.

Da mesma forma como definimos o

produto escalar no espag¢h, podemos defini-lo nos outros espagos vetoriaisA , T,
B.... . Mas, vamos precisar mais do que istoFid&ca usaremos também frequentemente
produtos escalares entre vetores de diferenteg;@sppor exemplo o produto de um
deslocamento e uma forgca (que resulta na grandebkallio). A definicdo (1.3.19) nao
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serve para este caso, porque ndo podemos somaesvete espacos diferentes. Mas
quaisquer duas grandezas vetori@is e H podem sempre ser escritas na forma

G =Ug e H = Vh (1.3.31)
onde U e V sao escalares € e h s&o grandezas vetoriais do mesmo espaco, por

exemplo do espacoB. Entdo o produto escalar dg e h é bem definido e podemos
definir o produto escalar 8 e H como

GIH =UV gCh (1.3.32)

O produto escalar permite escolher bases vet@iscialmente praticas. Vamos escolher
uma base no espacdB cujos vetores tenham todos o médulo 1 e estéjatos
mutuamente ortogonais:

id=1 jg=1 kK=1
(1.3.33)
iJ=0 {K=0 [K=0
Note que escrevemos circunflexos nestes vetoredugar das usuais setas. Isto é
usualmente feito com vetores de modulo 1. Este dpdase é chamado degonormal.
Vamos chamar as componentes de um vetonesta base dg, v, e v, . Entao no lugar

da ordem numérica 1, 2, 3 usamos a ordem alfali¢fidae x, v, z.

V=V i+y, j+vk (1.3.34)
A grande vantagem do uso de uma base ortonormalpéssibilidade de calcular as
componentes do vetor com a ajuda do produto esca@rmultiplicarmos a equacgao

(1.3.34) escalarmente com , e usamos a linearidade do produto escalar e asda
equacoes (1.3.33) obtemos

iA[\7=iA[ﬁvxiA+vyj°+vZI2) = v ild+vjO+vjk =
Iinea}idade (1335)
= v,1 +v,0 +v,0 = v,
Analogamente obtemos as outras componentes:

v, =] v, = kO (1.3.36)

Agora podemos perceber que valores negativos dkifm® escalares fazem sentido, pois
as componentes de um vetor podem muito bem setiveegéexperimente com desenhos).

Exercicio para casaSejam a=ai+a,j+ak e b=hi+h j+bk vetores. Mostre que
alb=gah+ah+ah (1.3.37)
e que

ld°=a2+a’+a’ (1.3.38)
Mostre também que
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ath < |4f (1.3.39)
Dica para a demonstracdo de (1.3.39): Escolha as@adrtonormal cujo primeiro vetor

Rotacdes, angulos e a fungéo cosseno.

|o

o z " |2
basico e o vetorb, = e escrevdd” em termos das componentes denesta base.

O

Existem vérias transformacdes do espaco que madigdéncias entre pontos inalteradas.
Como transformagdes do espaco, queremos dizer mapéas do espaco em Si mesmo, ou
seja, uma regra que associa a cada ponto um noxo. (Exemplos de transformacdes que
nao alteram distancias entre pontos sao as tréesla;rotacdes. Também podemos citar a
formacdo de imagens num espelho plano. As rotagéesdiferenciam em relacdo as
translacbes pelo fato que na rotacdo uma linhaimezaa fica inalterada. Esta linha é o
eixo da rotacdo. Em relacdo a formacédo de imageecekr, a rotacdo se diferencia pelo
fato que ela transforma uma mao direita numa méataienquanto a reflexdo troca as
maos.

O que acontece com pares de pontos numa rotacdo® pentos mudam, os pares de
pontos também mudam. Mas obviamente vale a segfinteacdo: Se dois pareésA B) e

(C, D) eram relacionados por um transporte paralelo, avesprodados também serdo

relacionados por um transporte paralelo (compane &d-igura 7). Desta forma a rotacéo
define um mapeamento no espaco de vetdbesem si. Exercicio. pense se este
mapeamento € linear ou ndo.) Em geral a direcaandeetor muda numa rotacdo. Mas
como a rotacdo nao altera distancias, o moduloetiar ¥ica inalterado. Como a definicao
de produto escalar (1.3.19) de vetoreslile contém somente médulos, podemos concluir
gue produtos escalares nao se alteram quando gsasnwvetores envolvidos.

Figura 7Uma rotagdo mapeia vetores em vetores

Agora vamos estudar a seguinte grandeza definjkta
de dois vetoresa e b :

a

(1.3.40)

ol B

\ £
' N — Esta grandeza tem as seguintes propriedades:
P 1) Ela é um ndmero.

2) Ela ndo muda se rodamos os vetores, porque tanto
alb como tambén1ﬁ|‘5‘ n&o mudam.

3) Ela ndo muda se substituirmos os vetores por
multiplos positivos deles:

(oa) (fBb) _alb
joljpb) 4]

com a>0efB>C
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Entdo, de que esta grandeza depende? Ela podeteaiapender do angulo entre os
vetores. Exercicio: defina a grandeza angulo.). En@%‘ € uma funcéo do angulo entre
a

os vetores. Esta funcdo € uma das mais importdatBssica. Chama-se esta funcéo de
cosseno. Temos a definigdo:

cos(<r(é ,B)) - ab (1.3.41)

Def. |é”b‘

Com a desigualdade (1.3.39) segue imediatamentesgo®dulos dos valores desta funcéo
nao podem ultrapassar o valor 1.

Coordenadas no espaco
Podemos utilizar os vetores do espafio para descrever pontos no espaco fisico. Para
conseguir isto basta escolher um ponto fiXd no referencial que vamos chamar de

origem Um ponto arbitrarioA no espaco pode ser descrito pelo veiter(ﬂ). Este
vetor é chamadweetor posicao Se representarmos 0 vetor posicdo numa baseoartah
{f, fk} obtemos trés funcdes y, z no espaco fisico:

F=xi+yj+zk (1.3.42)

X, Y, Z séo as componentes do vetor posicdo. Cada t@ocaalores destas grandezas
determina um pontoA no espaco. Entdo temos a possibilidade de fagoahtos em
termos de trincas de valores de grandezas unidiomais. Isto € de grande ajuda, pois
podemos falar de pontos ndo marcados de formansista sem ter que inventar para cada
ponto alguma descricdo engenhosa em termos despoaicados e relacbes geométricas.

As coordenadas construidas com a representacaetoioposicdo numa base ortonormal
sao chamadas @®ordenadas Cartesianakxistem ainda outros sistemas de coordenadas.
A idéia de qualquer sistema de coordenadas é der pachlizar pontos no espaco pelos
valores de funcdes definidas no espaco.

O espacgo matematicaR® e a fungéo cosseno

Os espagosD, V, A, F, B...... séo construidos a partir de medidas corsgsrdeamarcas
feitas em objetos reais. Com isto as relacbfes quenéramos nestes espacos tém os
defeitos de todo resultado experimental, pois exetro experimental nas medidas.
Portanto, ndo seria uma boa idéia definir a furngiseno da forma fisica como fizemos na
equacao (1.3.41). Esta definicdo, escrita com e fisicos teria erro experimental. N&o
gueremos contaminar a definicho de uma funcdo ndaiean com as dificuldades
experimentais. Para poder utilizar a idéia da efpal.3.41) sem envolver erro
experimental devemos criar um conceito de espatwiakindependente das grandezas
fisicas mas que tenha a mesma estrutura que emcasr(com erro experimental) nos
espagcosDD, V, A, F, B. A introdugéo das coordenadas Cartesianas nosdera idéia
como construir este espaco. Ele consiste de toslasirgas de numeros reais. Vamos
escrever estas trincas em forma de uma coluna:
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a
R®=<|b||] adR, bOR, cOR (1.3.43)
c
a
Em palavras: o conjunt®® consiste de todas as tringas| de nimeros reais, b, C.
Cc

Cada trinca destas € um ponto neste espagco matenf&demos definir uma distancia
entre pontos n@R® que cumpre uma relacéo de paralelograma de sedaima:

) = Jadi(o-g+(c I (1.3.44)

Associado a este espaco podemos construir um egspty@l que € formado de classes de

d

a)(d d)(d
equivaléncia de pares de pontos. Dois pares degppnb |,| b || e|| e |,| € || s@o
c)lc f)Lf

chamados de equivalentes se e somente-s#=d-d eb-b=e-e ec-c=f-f".

a)(d d d aa=d d e
b, Db ~ el,|] & - b-b=e e e (1.3.45)
c f f' c-¢=f-f

Uma classe de equivaléncia desta relacio é umdet@spaco vetorial associado Rbd.
Mas obviamente podemos escrever esta definicaqudeadéncia também com ajuda de

uma igualdade de pontos no proprio espREo

a)(d d d a a d d
b|,| b ~ el,| & - b- b|=| e e (1.3.46)
c)l\c f f' c- ¢ f- f

Desta forma podemos interpretar os proprios patdasspacoR® também como vetores.
Por esta raz&o costuma-se escrever o espaco Vassiziado aoR® também comdr?.
O produto escalar dentro do espaco vetoRdlé dado por

al(d
b|lle| = ad+ bet ci (1.3.47)
c)\f

No espacoR® podemos definir retas e a nogéo de angulo eetogas usando as mesmas
idéias que podem ser usados no espaco fisicolerado definido a no¢édo de angulo
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podemos entdo definir a funcdo cosseno com vetdresh do espaco matematici®
sem envolver erros experimentais:

cof<(a8) = i

=

com a pOR® (1.3.48)

b

Resumo dos exercicios para casa:
1) Pensar se o0 médulo de um vetor depende do veforma linear ou néo.
2) Mostrar as relagdes (1.3.37) - (1.3.39)
3) Pensar se as rotagbes atuam em vetores como maypestreeares.
4) Definir a grandeza angulo.
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