1.6 Outros vetores e escalares.

Quando escrevemos um vetor deslocamento 4 como combinacdo linear de vetores
bésicos, criamos trés grandezas unidimensionais a,, a,, a; que sdo 0s nimeros que

multiplicam os vetores basicos:
d=ab +a,b, +ab, (1.6.1)

Cada uma destas trés grandezas depende do vetor a. Porém, elas dependem ndo

somente do vetor a mas também da escolha da base {131,52,53} . Quando mudarmos a

base os nimeros a,, a,, a, mudam contravariantemente para manter o vetor d
invariante. Outras grandezas unidimensionais nao t€m este tipo de comportamento. Por
exemplo, a massa ndo depende de forma alguma da nossa escolha da base no espago
D, . Também o médulo de um vetor ndo depende da escolha da base (excluido o caso

que o vetor do qual estamos falando € justamente um dos vetores bésicos). As grandezas
unidimensionais que ndo dependem da escolha de base no espaco ), vamos chamar
de escalares. Todas as grandezas fisicas que resultam da multiplicacdo ou divisdo da
grandeza vetor deslocamento por uma grandeza escalar vamos chamar de vetor, ou mais
precisamente de tri-vetor (mais tarde, na Teoria da Relatividade vocés conhecerdo ainda
quadri-vetores).

Escalares sao todas as grandezas unidimensionais que ndo dependem da
escolha de base no espago de vetores D, .

Vetores sao todas as grandezas em forma de produto de um escalar com a
grandeza vetor deslocamento.

Estas defini¢des sdo vélidas para boa parte da Fisica, somente na Teoria da Relatividade
temos que modificé-las.

Mais tarde veremos ainda como definir dura¢do temporal. De forma um tanto imprecisa
falamos simplesmente tempo. A unidade de tempo mais usada na fisica € o segundo (s),
que originalmente era ligada a duracdo de um dia e que atualmente é definida como
duracdo de um nimero enorme de oscilacdes de certo tipo de dtomo. Se dividirmos a
grandeza vetor deslocamento, que descreve um deslocamento de uma particula, pelo
tempo que transcorreu durante o deslocamento, obtemos a grandeza velocidade. Vamos

chamar o conjunto de valores desta grandeza de V,, o espaco vetorial de velocidades.

Se a velocidade de uma particula muda durante um tempo Of, podemos dividir a
diferenca de velocidades pelo 0t, ¢ a grandeza resultante chamamos de aceleracdo. Os
valores desta grandeza formam outro espago vetorial A ,. Multiplicacdo pela massa

leva a outro espago vetorial [, o espago das forgas. Desta maneira podemos formar

uma infinidade de grandezas vetoriais. Todas estas grandezas sdo tridimensionais. Mas
os espacos D,, V., A,, F,,.. sdo diferentes. Por exemplo, uma for¢a nao

corresponde a um par de pontos <A,B>. Mas podemos usar o espaco D, para

representar vetores dos outros espagos simbolicamente. Por exemplo, no caso das
forcas, podemos multiplicd-las com um valor de 1s’/kg e transformé-las em vetores do
espaco D, e desenhd-las como setas. Podemos também usar outro valor, por exemplo,

38



500s°/kg ou 107°s’/kg para obter um desenho de tamanho razodvel capaz de mostrar
as forcas do nosso interesse. Este tipo de transformagdo de vetores do espaco [, em
vetores do espaco D, ¢€ feita em digramas de for¢a. Diagramas de velocidades, de
campos elétricos etc. sdo obtidos analogamente.

Os espagos D,, V., A,, F,...... s@o todos diferentes. Ndo podemos somar um vetor
do espagco DD, e um vetor de algum outro espaco V, ou A, ou I, ..... Por esta razao
nossa defini¢do de produto escalar que demos com a férmula (1.4.6) ndo permite
multiplicar vetores de diferentes espagcos. Mas de fato estes produtos sdo usados
frequentemente. Temos que dar uma defini¢do especifica para este caso. Sejam V, e

V, dois espagos vetoriais. Pela nossa defini¢do de vetor os elementos destes espacos

podem ser escritos como produtos de vetores do espaco I, e escalares apropriados:

Para v,eV, e v,eV,: v =od, e v, =Pd, (1.6.2)

onde deD,e d,eD, e a e P sdo valores de grandezas escalares. Para d, e

d, o produto escalar € bem definido pela férmula (1.4.6). Entdo podemos definir o

produtode v, e V,:

Vv, = apd-d, (1.6.3)
Def .
Com isto estendemos o produto escalar para todos os vetores. Podemos também
estender a definicao de mddulo. Para qualquer vetor v definimos:

V| = +V¥v (1.6.4)

Com a extensao do produto escalar podemos definir angulos entre vetores de diferentes
espacos. A fungdo co-seno, vista como fun¢do em todo R, ndo tem inversa, mas como
a nog¢do de angulo entre vetores é de qualquer maneira ambigua (sinal e multiplos
inteiros de 27) podemos falar sem problemas da funcdo inversa admitindo a mesma
ambigiiidade dos seus valores. Esta fungdo inversa é chamada arco-co-seno e € escrita

como arccos(). Com ela podemos definir o agnulo entre quaisquer vetores ad € b :

<((El,l;) fo. arccos % (1.6.5)

E curioso que nao podemos somar vetores de diferentes espacos vetoriais, mas podemos
comparar direcdes de vetores de diferentes espacos. Os vetores @ e b t€m a mesma
direcdo se d-b =|d| ‘b‘

Vamos ainda introduzir um espaco vetorial que ndo corresponde a nenhuma das
grandezas importantes da mecinica como velocidade, forca etc., mas que, digamos,
serve para todos estes ‘“senhores importantes”. E assim dizer uma praga ptblica para
todos eles. E o espago vetorial que obtemos dividindo os vetores de D, por alguma
distancia. Vamos chamd-lo de espago universal e escrevé-lo como U, . Os vetores deste

espaco tém modulos que sdo nimeros. Se multiplicarmos um vetor deste espaco por um

39



modulo de uma grandeza vetorial, obtemos um vetor desta grandeza. Por exemplo, se
multiplicarmos um vetor de U, por 1kg m/s” obtemos um vetor for¢a. Podemos formar

vérios vetores forca desta forma e escrever um vetor forca qualquer como soma destes.

- -

Podemos fazer isto logo de forma mais sistemdtica escolhendo uma base {Z;I,bz,b3} no

espaco U, e escrever as for¢as na forma

F=F b +F, b,+F,b, (1.6.6)

As grandezas F,, F,, F, sdo unidimensionais, mas elas ndo sdo escalares, porque elas

1 .
dependem da escolha da base . Os valores destas grandezas podem ser escritos como
um numero vezes uma unidade; no caso das forcas, uma unidade seria kg m/s’. Desta
forma podemos expressar todas as grandezas vetoriais com a mesma base:

Velocidade =v =v,b, +v,b, +v,b,
aceleragdo =a = a,b, + a,b, + a.b,

momento linear = p = plgl + le;z + P353

etc.
As grandezas unidimensionais v, a,, p;,..... (com k = 1,2,3) chamamos de
componentes dos vetores VvV, a, p na base {bl,bz,b3}. As componentes levam a

unidade do moédulo da grandeza. No caso da velocidade m/s, da aceleracdo m/sz, do
momento linear kg m/s etc. .

No espaco universal U, existem escolhas de base especialmente préticas. Vamos

escolher a base {Z;I,Z;Z,l%} tal que valham as seguintes igualdades:

51'51:1 > l;z'l;z:l > 53'53:1

L 22 ) (1.6.7)
bb,=0 , b-b,=0 , b-b=0

Podemos escrever estas igualdades de forma compacta com o simbolo de Kronecker 2

5 = {1 e m=m (1.6.8).

"opg |0 se n#Em
As seis igualdades aparecem na forma de uma:

b-b = & (1.6.9)

n m nm

Uma base que cumpre esta condi¢io € chamada de base ortonormal. A palavra
ortonormal é a juncdo de ortogonal e normalizado. O uso de uma base ortonormal
facilita o célculo das componentes. Imagina que queremos saber quanto vale a

componente 2 de um vetor V=vb +v,b,+v.b, onde {151,52,53} ¢ uma base

" A escolha de base em U, € naturalmente equivalente a uma escolha de base em D, .
* Leopold Kronecker (1823 — 1891)
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ortonormal. Para descobrir isto podemos multiplicar o vetor com o vetor bdsico b, . O
resultado é

Ez-ﬁzl;z-(vll;l+vzl;2+v3l;3) =
liearidade
= Vl(lgz'l;l)"'vz(l;z’gz)"'vz(gz'53) =N

g\f__J (— ;\6__4
=0 =1 =

(1.6.10)

Em forma geral obtemos a componente k do vetor multiplicando com o vetor bésico
ndmero k :

- 3
b, -Vv=b-Y vb = dDvd, = v (1.6.11)
=1

liearidade

Também, o produto escalar de vetores e o médulo de um vetor ficam numa forma muito
simples quando expressamos o0s vetores numa base ortonormal. O leitor nao
familiarizado com este formalismo deve comprovar as seguintes féormulas

3
VW= ) v, (1.6.12)

=Y (v) (1.6.13)
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