1.9 Posicao, velocidade e aceleracao

Formulamos leis empiricas que tratam de movimentos de particulas pontuais livres em
referenciais inerciais. Agora temos que tratar de casos mais gerais. Consideramos
novamente particulas pontuais mas nio necessariamente livres.

Lei 10: Para qualquer particula pontual e qualquer referencial R e qualquer
instante ¢ existe um ponto P(7)e & onde se encontra a particula no

instante t.

A primeira vista ndo parece ser necessario formular um fato tdo 6bvio como uma lei
empirica. No entanto, esta lei ndo € trivial. De fato, na mecanica quantica se descobre

que esta afirmagdo ndo € vélida! O conjunto das posi¢des P(7) quando ¢ percorre

todo conjunto de instantes é chamado de trajetéria da particula. Quando tratarmos de
vdrias particulas colocaremos um indice na letra P que serve como nome da particula.

De tal forma, P, (¢) seria a posi¢do da particula k no instante f.

Seja P(r) a posi¢do de uma particula no instante ¢ no espago fisico ¢, de um
referencial R. Seja T algum valor da grandeza lapso de tempo. Se dividirmos o vetor

deslocamento P(#)P(7+7), que descreve o deslocamento da particula que ocorreu

entre os instantes ¢ e t+7, pelo valor T obtemos um vetor w= ’C_IP(t)P(l‘+’C) no

espaco das velocidades V. Este vetor pode ser considerado um mapeamento linear

que recebe valores de lapsos de temo e devolve deslocamentos. Caso a particula for uma
particula livre e o referencial for inercial, este mapeamento seria um objeto util que
pode servir para fazer previsdes sobre futuras posi¢oes da particula. Se soubermos, neste
caso, que a particula estava num ponto P, num instante #, o conhecimento de w nos

permitird prever que num instante f,+7Y a particula estard num ponto P tal que

P,P =vyw. Mas, se a particula ndo for livre ou o referencial ndo for inercial este tipo de
previsdao ndo funciona. No entanto, para estes casos mais gerais pode-se ainda salvar
uma parte da idéia de usar vetores do espaco V, para fazer previsdes de futuras

posicdes. Mas, o tipo de previsdo serd mais modesta. Ela tem o cardter de uma
aproximacao, valida para pequenos valores de lapsos de tempo. Podemos formular mais
uma lei empirica:

Lei 11: Os movimentos de particulas em qualquer referencial R sdo
sempre tais que para cada instante ¢ existe um vetor V(7)€ V, tal que o
verdadeiro deslocamento da particula P(7)P(7+1) difere do vetor v(7)t
por um termo de erro que tende a zero mais rapidamente que T .
P()P(r+1)-7(1)q = 0.

Isto é, vale a formula: limt™
70

Definicao: O vetor v (t) , cuja existéncia € afirmada nesta lei, ¢ chamado

de velocidade da particula no instante ¢.
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Caso tenhamos vérias particulas, teremos correspondentemente vdrias posi¢des P, (7) ,

a

P, (t) ,... € varias velocidades Vv, (t) A (t) , ... onde a, b, ... seriam nomes ou

rétulos das particulas.

Com a ajuda do vetor posi¢ao da particula

—_—

7(t) = OP(¢) (1.9.1)
podemos escrever o vetor velocidade na forma de uma derivada:
dr
vit) = — 1.9.2).
(1) = — (1.9.2)

Entdo a lei 11 pode ser enunciada na forma simples: o vetor posicdo de qualquer
particula em qualquer referencial vista como funcdo do tempo € uma funcgdo
diferencidvel.

E importante analisar esta lei criticamente. Como seria uma experiéncia que questiona a
validade desta lei? Como todo procedimento experimental € finito, ndo podemos
realizar o processo limite
dr o F(t+T)=F(t
@ P

193
dt =0 T ( )

Mesmo se pudéssemos realizar uma seqiiéncia infinita de medidas, com lapsos de tempo
T, com T, —0 para n— oo , ndo chegariamos numa conclusdo satisfatéria. De fato

podemos realizar seqii€ncias finitas grandes onde T, atinge valores muito pequenos.

Quando se faz isto observa-se sempre um desastre que € mostrado exemplarmente na
figura 1.9.1. A figura mostra os valores dos quocientes da diferenca da componente x
do vetor posicdo e do lapso de tempo em funcdo do lapso de tempo para uma situagdao
experimental tipica.

= + Fig. 1.9.1 Tipico comportamento
i + + de quociente de diferengas.
o 4+
& +
++ A+t
H+
+
4+

T4 T3 T T T

Os primeiros valores do quociente mostram um comportamento sistemdtico e a
seqiiencia de quocientes parece convergente. Mas justamente quando os lapsos de
tempo se aproximam ao valor zero este comportamento sistemdtico acaba e ¢
substituido por algo aleatério. A explicacdo deste fendmeno € simples. Quando os
lapsos de tempo sdo muito curtos a diferenca dos valores da coordenada comegam ser

menores que o erro experimental. Os valores dos lapsos de tempo também tém erro € na
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regido perto do valor T=0 estamos vendo somente o quociente de dois erros.
Felizmente pode-se avaliar esta situacdo quantitativamente. As incertezas podem ser
estimadas e pode-se julgar até que ponto os dados dos quocientes sao confidveis. O que
queremos dizer com a afirmagdo que as posi¢ao em fungdo do tempo sdo diferencidveis
¢ a existéncia do comportamento ordenado na regido confidvel. Esta, alias, pode ocupar
os dois lados do eixo 7T , pode-se formar o quociente também para valores negativos de
7. Os dados das regides confidveis podem ser ajustados com alguma curva suave que
contém poucos parametros como € mostrado da figura 1.9.2.

Fig. 1.9.2 Interpolagio dos dados da parte
confidvel para obter uma estimativa do valor
limite para T — 0

A curva de ajuste determina um valor no

ponto T=0 que representa o valor da

¢ derivada. Naturalmente este valor possui
também erro experimental.

Determinado v (#) para muitos instante

t , obtemos sempre dados que podem ser
ajustados  por  curvas suaves e
diferencidveis. Entdo podemos formular mais uma lei:

Lei 12: As velocidades de qualquer particula em qualquer referencial
formam uma curva diferencidvel no espaco de velocidades.

Definicao: A aceleracdo no instante ¢ de uma particula, cujas posi¢des sao
descritas por vetores posi¢ao F(t), ¢ dada pela derivada segunda

. d’7v
1) = —.
a( ) dtz

Igual como no caso das posi¢des e velocidades, podemos colocar rétulos na aceleracao
quanto tratarmos de vdrias particulas.

Derivadas em relagdo a varidvel ¢ sdo também escritas com um ponto. Entdo podemos
escrever

(1.9.4)

<i
Il
~|

a=v

F (1.9.5)

Na idealizacdo imaginamos que o movimento de uma particula descreve uma curva
parametrizada no espaco fisico de um referencial. O tempo ¢t € o parametro da curva.
Na seccdo 1.5 definimos o comprimento de curvas € o comprimento de arco. Sejam
t;,1, dois instantes com ¢, <t,. Escolhendo # como inicio temos o comprimento de

arco
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N-1 N-1

s(tf) = sup Za,’@([k)yp(%)> = sup ZP(tk)P(tM)

todas as particoes f—() todas as particoes f—(
de [r, ,rf}j de [r, ,rfﬁ

(1.9.6).

Este valor pode ser escrito como uma integral de Riemann do médulo da velocidade:
i
s(t,) = [f(o)ar (1.9.7)

A demonstracao detalhada deste fato se encontra no Apéndice desta seccao. A idéia da

demonstracdo € simples: Se os deslocamentos P(tk)P(tkH) de pequenos avancos

podem ser aproximados por vetores v (z,)(#,,,—1,) entdo as soma de distancias pode

ser aproximada pela soma dos médulos destes vetores. Os termos de erro sdo de ordem
superior ¢ mesmo somando muitos destes no limite desaparecam.

Da férmula (1.9.7) obtemos

B} d
(1) = ?‘Z (1.9.8)

Na lingua Inglesa existem duas palavras para rapidez: ‘“velocity” e “speed”
Aproveitando esta duplicidade convencionou-se de usar “velocity” para o vetor v(z) e

“speed” para o médulo deste vetor. Assim se encontra em textos por exemplo par o
valor 3.10°ms™ o nome de “speed of light” e ndo a expressdo “velocity of light”. Os

livros texto traduzidos para o portugués tentam inventar algo para imitar esta distin¢ao e
falam de “velocidade escalar” para designar o médulo da velocidade. Mas na pratica
esta expressdo nido ¢ empregada de maneira consistente, pois ninguém fala da
velocidade escalar da luz. Tal vez estamos burros por nao perceber que neste ponto a
nossa lingua tem a mesma riqueza da lingua Inglesa. Poderiamos chamar o médulo da
velocidade de rapidez. Naturalmente estamos desacostumados de falar “rapidez da luz”
no lugar do usual “velocidade da luz”, mas poder-se-ia pensar nesta possivel mudanca
de habito. Entdo ds/dt seria a rapidez da particula.

As outras caracteristicas da velocidade, a saber, direcdo e sentido podem ser expressos
com um vetor chamado de veror tangente que se obtém normalizando a velocidade:

) = 20 (1.9.9)
def . ‘v (t)‘
Nao ha perigo de confundir a letra ¢ neste caso com o tempo, pois a coordenada
temporal nuca aparece com o acento circunflexo. Em pontos onde a particula fica
parada o vetor tangente pode ndo ser bem definido, embora em caso excepcionais ele
pode ser definido mesmo com rapidez zero. Em pontos onde ds/dt #0 podemos
escrever

d _ dF
ds ds

v (1)

i(r) = ) (1.9.10)

E interessante escrever a aceleracdo em termos do vetor tangente e da rapidez. Nesta
tarefa aparecerd uma derivada de um vetor normalizado. Derivadas de funcOes vetoriais
com moédulo constante tem uma propriedade muito peculiar, que enunciamos aqui como
um teorema:
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Teorema 1.9.1: Seja A um espaco linear unidimensional e V um espaco
vetorial. Seja f:A—>V uma funcdo diferencidvel tal que o moddulo

. . i af .

‘ f (x)‘ seja constante. Entdo o vetor —— € necessariamente ortogonal ao
dx

vetor f(x).

Demonstragdo: Se ‘f(x)‘ é constante, entdo ‘f(x)
(

2
‘ ¢ constante € a derivada desta

funcdo € zero. Temos ‘f x)‘2 = f(x)- f(x). Com aregra de Leibniz segue

LAV TE) _dF@) oy r o dFE) g dF ()
0= I =~ f(x)+ f(x) I —2f(x)'7 (1.9.11)
Entdo vale f(x) d];(cx) =0.-¢

Antes de aplicarmos este resultado em movimentos de particulas, vamos considerar um
exemplo matemdtico simples e importante. Considere A=R e V=U; . Seja

{%,9,2} uma base ortonormal em Uy . Vamos investigar a fungdo

f(9) z xcos(@) + Psen(o) (1.9.12)
O médulo destes vetores vale 1. Entdo isto € um valor constante. Consequentemente o
teorema se aplica neste caso. Temos f’((p) L f((p) onde denotamos a derivada com

uma linha. Vamos determinar as outras caracteristicas do vetor f’((p). Temos, em
analogia com o resultado (1.9.8), que
ds

Flo) = o

Mas, com a maneira de medir angulos pelo comprimento de arco e tendo aqui um raio
unitdrio temo s =@ . Entdo segue

(1.9.13)

Flo) =1 (19.14)

O sentido do vetor f'((p) € no sentido do aumento do angulo. Juntando estas trés

propriedades f'(9) L f (o), f’((p)‘ = 1 e sentido do aumento de 4ngulo, podemos
concluir que

F(e) = f(ng (1.9.15)

Compare com a figura 1.9.3. Desta férmula obtemos duas relagdo muito importantes:
(cos((p))’ = —sen(@) e (sen((p))’ = cos(Q) (1.9.16)

De novo, o leitor certamente conhecia estas relacdes, mas como definimos as funcdes
co-seno e seno de forma diferente, tivemos a obrigacdo de deduzir as expressdes para as
derivadas. Além disso esta dedugdo € uma aplicacao simples do teorema.
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Fig. 1.9.3 Dedugdo das expressdes das derivadas das fungdes seno e co-seno.

-/

Sl Depois desta pequena excursdo de célculo podemos
voltar para a tarefa de caracterizar o movimento de uma
particula.

A separacdo da velocidade num vetor tangente e uma
% rapidez corresponde 2 separa¢io do movimento da
particula num aspecto geométrico da trajetéria € numa
descricdo como a particula anda ao longo da trajetdria.
O vetor tangente descreve principalmente um aspecto
da trajetéria enquanto a rapidez descreve a maneira de
avangar na trajetoria. No caso do vetor tangente usamos
a palavra “principalmente” como uma restricao, pois

somente a direcdo de 7 ¢é exclusivamente propriedade da trajetéria, enquanto o sentido
depende da maneira do avanco da particula na trajetéria. Agora vamos estudar uma

derivada do vetor 7. Mas, ndo vamos estudar a derivada em relagdo ao tempo, mas uma
derivada que € independente da maneira do avanco da particula ao longo da trajetéria e
que depende apenas da geometria da trajetdria. Esta derivada € a derivada em relacdo ao
comprimento de arco s. Com o teorema 1.9.1 sabemos que esta derivada é ortogonal ao
proprio vetor tangente. Caso esta derivada ndo tenha, no ponto considerado, o valor
zero, podemos definir um vetor normalizado que aponta na direcdo e que tem o sentido
da derivada:

. df
para ﬁ;«tO : A(s) = és (1.9.17)
ds Dy ‘c%
s

Com o teorema 1.9.1 sabemos entio
t(s)La(s) (1.9.18)

Chamaremos este vetor de vetor normal da trajetéria no ponto s . Esta maneira de falar é
um pouco errada, trata-se de uma abreviacdo. O correto seria “normal da trajetéria no
ponto P onde o comprimento andado desde o inicio vale s 7. Mas isto seria muito
complicado e se entende a abreviacao.

O médulo do vetor df/ds é uma grandeza do espaco-valor dos inversos de

comprimento. Se este for diferente de zero, |df/ ds‘ ¢ tradicionalmente escrito como o

inverso de um raio:

1
R(s) = o (1.9.19)
ds

R(s) ¢é chamado de raio de curvatura da trajetéria no ponto s, ou raio de curvatura

local. Veremos um exemplo para justificar este nome.

Exemplo: Movimento circular uniforme de raio R, :

7(t) = XR,cos(wt) + I R,sen(or) (1.9.20)
v(r) . s(2), 7(¢) e dilds:

Calculamos as grandezas v (t) , d (t) ,
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v(t) = —iR osen(wr) + R, ocos(wr) (1.9.21)

a(t) = —-fR,&’cos(wt) —3 R, sen(or) (1.9.22)
()| = Ro) (1.9.23)
s(t) = R|aft (1.9.24)
i) = —fcﬁsen(wt) + 9|ﬁcos(mt) =
(1.9.25)
= —fcgsen(&s(t)] + 2)A)cos{&s(t)j
jof (et R, jof 7 {olR,
df (1) 1 ( ® ] 1 ( ®
——= = —%—cos| ——s(t)| - y—sen|——s(t)| =
ds By ik, Ry \[olR, (1.9.26)
I,
= ——r
RO
Entdo neste exemplo o vetor normal é
n = -r (1.9.27)
e o raio de curvatura € justamente o raio da trajetdria circular:
R(1) = R, (1.9.28).

Depois desta justificativa no nome raio de curvatura votemos ao estuda do movimento
de uma particula. Temos

v(t) = i(t)— 1.9.29
5 = i) (1:9.29)
Entdo a aceleragdo é
- N d’s di (1) ds
t = t) —— _ =
a(t) (1) = —

(1.9.30)

A férmula (1.9.30) vale naturalmente com a condi¢do df /ds #0. A expressdo geral da
aceleracdo é

2 1. dt
A |v En se d—;tO
a(t) = ?f + df (1.9.31)
t
0 se —t=0
ds

Temos uma componente tangencial e outra normal. A tangencial é determinada pela
taxa de variacdo da rapidez enquanto a normal (se ela existir) é proporcional ao
quadrado da rapidez e inversamente proporcional ao raio de curvatura da trajetoria no
ponto atual da particula. Este segundo termo causa preocupa¢do nos motoristas quando
eles fazem uma curva em alta rapidez. Para um dado valor de rapidez ela € inversamente
proporcional ao raio de curvatura da trajetéria. Um bom motorista deve entdo escolher a
geometria da trajetéria adequadamente.
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Seja f, um dado instante no qual a particula esteja num ponto P,. Vamos chamar o
valor de s(7,) de s,. Podemos imaginar uma expansdo em série de Taylor da fungdo

7 (vista como fun¢do de s) em torno do ponto s,:

S 2 A
F(s) = OP, + ar (s—s,) + lar (s—s,) + e
dS‘So 2dS2‘50
. A 1.
= OP, + ¥(s))(s—s,) + 2R(s0)n(so)(s 50)
(1.9.32)

Isto significa que numa vizinhanga suficientemente pequena do ponto P, , tal que
termos de ordem superior ao quadrado de s—s, possam ser desprezados, a trajetdria
pode ser considerada um caminho dentro de um plano bidimensional. Este plano é
gerado pelos vetores ¥(s,) e 7(s,). Nesta vizinhanca a trajetoria pode ser
aproximada por uma trajetdria circular com raio igual 3 R(s,). Este fato justifica o
nome de raio de curvatura local da trajetoria.

Apéndice (Demonstragdo da (1.9.7))

Seja T um valor positivo de lapso de tempo. Como 7( ) e v( )sdo diferencidveis, a
funcdo

Al = ‘P(t)P(t+’c)—\7(t)’c‘

= (1.9.33)
def . T

¢ continua no intervalo fechado [tl.,tf]. Como este intervalo é compacto, a fungdo
atinge um maximo. Este maximo depende naturalmente do valor T. Vamos chamé-lo de
P(O)P(r+7)-7(1)7

M(t) = max 1.9.34).
( ) def . te[r,,rf] T ( )
A defini¢do de v (z) implica que
lim M (1) =0 (1.9.35)
Seja <t§,t{‘,t2“,t§‘, ..... ,t£>, com f; =1, e ty =1, alguma parti¢io arbitrdria PA do

intervalo [ti,t f] com N instantes fora do instante inicial. Existe algum nimero natural
m a partir do qual todos os lapsos ¢}, —¢" da particio PA sdo maiores que (tf ~t, )n‘l.

t,—t,

f

A(me N)V(n>m): <max{r’, -1} (1.9.36)

T
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Para cada n>m existe uma particdo Pn <t5‘ =1, et = tf> com miximo
(fora do inicial) N+n instantes que contem todos os instantes da particio PA , e alem
disso é mais fina que (tf —tl.)n‘l, isto é

K<N+n, e max{tk+1 n}<(t,-t)n" (1.9.37)
Agora, com a desigualdade de tnangulo temos
Z‘ Z‘ (1.9.38)
De novo, usando a desigualdade de triangulo concluimos:
PE)P() = (o) = )+ PO P() =5 ()=t
- (1.9.39)
< () =)+ P() P )= () 12 -10)
Com a definicao (1.9.34) podemos estimar o tltimo termo:
P(t)P(t,) < ‘V(t,:‘)(t,:ﬂrl—t,:‘)+‘P(t,:‘)P(t,:‘H)—V(t,:‘)(t,:‘H—t,:‘)S
(1.9.40)

< () -1)
Inserindo esta estimativa na (1.9.38) obtemos

S (Ve ) < 2l (n-e)

(it -1 )M (max {1z, -1:})

K-

+ (k+l ) (mflx{t:‘+l—t:‘}) =

k=0
i (e ) (0 = 17)

+ (tf _t;) M (malx{t;‘+1 —tr"})

(1.9.41)
O lado esquerdo ndo depende de n . Tomando o limite 7 — oo o primeiro somatorio do
lado direito forma uma integral de Riemann do médulo da velocidade e o segundo
termo tende a zero. Entdo obtemos

> Pl )P(:)

Tomando o supremo sobre todas as partigoes obtemos

,_.

k=

(=]

=

-~
Il

0

< tj‘ﬁ(r)‘dr (1.9.42)

j v (r (1.9.43)

Agora vamos mostrar a desigualdade inversa. Para qualquer particio PA

<tA el > temos, devido as propriedades do supremo:
s(t;) = Nzl P(r!)P(e") (1.9.44).
k=0

Com a desigualdade de tridngulo temos

()i = [POE) P+ () (1 =)~ () P ()

< [P() P () P P ) =5 (1) (s )
(1.9.45)

Entao
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P(})P(1) 2‘17(t,j‘)(t,f+1 -1}) —‘P(t,j‘)P(t,j‘ﬂ)—17(t,j‘)(t,j‘+1 —t})  (1.9.46)
Inserindo isto em (1.9.44) temos
s(iy)2 S () - S P () P () -9 ()it =) 1.947)

k=0 k=0
Se escolhermos agora para PA uma seqiiéncia de parti¢des {Pk}:: , cuja finura tende a
zero o primeiro temo do lado direito tende a integral desejada e o segundo termo tenda a
zero. Substituindo {Pk}:: ,em (1.9.47) no lugar de PA obtemos uma desigualdade

s(t,)21,-D,  com limI, _ﬂ Jldt e limD, =0 (1.9.48)

k—o0

Se s(t f) fosse estritamente menor que a integral, ou seja s H dt a

desigualdade (1.9.48) resultaria numa contradi¢do. Pois a ex1sten01a dos limites
significa que existe um nﬁmero natural K tal que para todo k > K vale

Hv dt s ) Hv dt s

< 3 e |D|<- 3 (1.9.49)

Iy

I—H )|t

s(tf)—]-‘ﬁ(t)‘dt > {Ik —}‘v(t)‘dt}—D

j v (1)) dt - s , .
-1, —H )|d|-|D,|> —2- 3 =§(s(tf)—!‘\7(t)‘dtJ
(1.9.50)
Isto contradiz a hipéteses s ( j [¥(t)|dt . o que comprova s j [¥(t)|d . Junto
com (1.9.43) temos entdo
s(t;) = tﬁﬁ(t)‘dt (1.9.51)
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