Analise Probabilistica de Resultados Experimentais
Probabilidade

O método cientifico e especialmente o uso de grandezas fisicas tém modificado a vida
do ser humano profundamente. Todo processo de industrializagdo depende do uso
criterioso de avaliacdes e previsdes quantitativas envolvendo grandezas fisicas. Parte
essencial do conceito de grandeza fisica continua € o conceito de erro experimental.
Sem admitir que os resultados experimentais possam ter uma margem de erro,
praticamente todas as comparacdes de resultados experimentais com previsoes tedricas
levariam a condenacdo dos modelos tedricos por ndo concordarem com os resultados
observados. A propria existéncia de grandezas fisicas seria impossibilitada. Somente a
modéstia de admitir a possibilidade de erro permite fazer previsdes e descobrir
regularidades e leis. Foi a modéstia que levou ao extraordindrio desenvolvimento da
tecnologia moderna. Mas muitas vezes esta modéstia ainda nao € o suficiente.

Nas primeiras experiéncias feitas nesta disciplina vimos que a avaliacio de erro
experimental € dificil e incerta. Por causa disso € prudente formular as previsdes de
forma ainda mais cautelosa. Em vez de afirmar que mediremos um valor que coincidira
com um determinado valor tedrico dentro da precisdao experimental € melhor afirmar
apenas que provavelmente esta coincidéncia acontecerd. Se ocasionalmente a esperada
coincidéncia ndo for verificada, ndo € preciso jogar fora uma teoria que tal vez tenha
servido milhares de vezes de forma perfeita. Mas se amolecermos nossas afirmacdes
desta forma ndo chegariamos a um “vale tudo”? Para que isto ndo aconteca é preciso
definir regras para afirmacdes probabilisticas.

Uma probabilidade € um nimero P, [A] entre 0 e 1 que é associado a um possivel

acontecimento' A e que faz parte de um modelo teérico M. O significado deste
nimero ¢ determinado por um conjunto de regras. A idéia é de generalizar as antigas

afirmagdes definitivas: em vez de afirmar “A acontecerd” vamos dizer “ P, [A]=1"e
em vez de afirmar “A ndo acontecerd” vamos dizer “P, [A] =0". A generalizacdo
destas afirmagdes definitivas reside na possibilidade de termos valores de P, [A] entre

estes extremos; 0< P, [A] <1. A probabilidade ¢ intimamente entrelacada com o dificil

conceito de tempo: da mesma forma que a afirmagdo “A acontecerd” perde seu sentido
no instante que observamos o acontecimento A, a probabilidade P, [A] também perde o

seu sentido. Valem as seguintes regras:

Regra da negacao: Se —A ¢ a negacdo légica de A  vale
P, [-A] = 1-p,[A].

Regra da soma: Se A e B sido possiveis acontecimentos excludentes, isto

¢ se for impossivel acontecer A e B , vale que
P,[AvB]=P,[A]+P,[B] ,onde AvB éo acontecimento “A ou B”.

' Na literatura sobre probabilidade usa-se a palavra “evento”. Mas como fisicos definimos evento como
um acontecimento momentaneo que ocorre num ponto. Para ndo utilizar a mesma palavra para duas
nocdes diferentes usaremos aqui a palavra “acontecimento”.



As probabilidades servem para formular afirmagdes sobre possiveis futuros
acontecimentos e fornecer critérios para decisdes que temos que tomar numa situacao de
incerteza. Estas afirmacdes sdo naturalmente baseadas em experiéncia passada. A
seguinte regra determina como experiéncia passada influencia os modelos aplicaveis a
situagdes semelhantes no futuro:

Regra da condenacao de modelo: Podemos escolher um acontecimento A
cujo valor de probabilidade P, [A] € muito perto de zero e tomar a decisdo

de abandonar o modelo M caso A seja observado.

E muito facil aplicar esta regra de forma errada. Esta regra é muito sutil e profunda, ela
estd relacionada com a imersdo da nossa existéncia no tempo. Devemos escolher o
acontecimento A e tomar a decisdo de abandonar o modelo M caso A seja observado
antes de fazer o experimento (ou pelo menos antes de ver os resultados)! O seguinte
exemplo ilustra a importancia da escolha anterior ao experimento: Imagine uma loteria
com um nuimero gigantesco de possiveis resultados. Por exemplo, podemos sortear 12
vezes cifras entre 0 e 9 para compor um nimero decimal com 12 casas. Os 12 processos
de escolha de cifras devem ser completamente independentes e cifras ja usadas podem
ser sorteadas de novo. Existem 10" possiveis resultados deste jogo. Um modelo
bastante razodvel seria um que atribui probabilidades iguais a todos os possiveis
resultados. Vamos chamar este modelo o modelo do jogo honesto. Entao cada nimero
teria a probabilidade mindscula de 107'?. Se aplicarmos a regra da condenacdo de
modelo erradamente, poderiamos chegar sempre a conclusdo que este modelo estd
errado, pois qualquer que seja o ndmero sorteado o seu aparecimento como resultado
seria sempre um acontecimento muito improvavel. Veremos agora o que seria um
procedimento correto: imagine que este jogo ofereca um prémio milionério ao apostador
que acertou o nimero e que ficamos sabendo que o senhor X, dono de 40 apartamentos
de luxo, 50 carros de luxo, amigo de 3 juizes e grande organizador de festas populares,
apostou no nimero 482363927406 como tnica aposta. Frente a esta situacdo vamos
decidir abandonar o modelo do jogo honesto caso o numero 482363927406 seja
sorteado. Devemos tomar esta decisdo antes de ver o resultado do sorteio. A escolha do
acontecimento A que levaria a condenagdo do modelo é geralmente motivada por uma
hipdtese alternativa. No caso do exemplo da loteria, a alternativa seria “a probabilidade
que a loteria forne¢a um ndmero igual a aposta do senhor X € 17,

Que significado tém os valores de probabilidades entre O e 1 que ndo ficam perto de 0 e
1? Eles ndo servem para condenar um modelo. Mas eles podem ser usados em regras de
decisdes. Imagine que temos que atravessar um rio e temos duas pontes improvisadas na
nossa frente. Imagine que temos um modelo tedrico, baseado em estudos de estdtica e
testado anteriormente, que prevé que a ponte A agiienta nosso peso com probabilidade
0,8 e a ponte B com probabilidade 0,6. Neste caso vamos escolher a ponte A. Se
atravessarmos a ponte A e ela quebrar ndo podemos condenar o modelo usado. Mas
probabilidades que nao ficam perto de zero ou 1 podem ser usadas indiretamente em
processos para julgar a validade de um modelo tedrico. Veremos como isto funciona na
secdo seguinte:

Ensembles

A pesquisa cientifica procura regularidades ou leis simples num mundo extremamente
complicado e complexo. A extracdo da regularidade simples requer necessariamente a
abstracdo de fatores que julgamos de pouca ou nenhuma importdncia para nossa
experiéncia. Por exemplo, no estudo do movimento de um carrinho no trilho de ar ndo
deve fazer nenhuma diferenca se comi frango ou bife antes de entrar no laboratério, o



carrinho deve-se mover da mesma forma independente do meu almoco. Entdo podemos
desconsiderar tal fato irrelevante. Imagine que faremos duas experiéncias, uma pode ser
a repeti¢ao da outra ou ndo. Se julgarmos que os resultados de uma sao irrelevantes para
a outra, vamos chamar as experi€ncias de estatisticamente independentes. Um critico
poderia dizer que esta definicdo € muito vaga: — julgamos isto e aquilo como
irrelevante, mas com que critérios? Bem, primeiramente com o bom senso formado nas
nossas atividades ndo cientificas e depois com um bom senso apurado pela experiéncia
cientifica. De toda forma, nada impede que o nosso julgamento possa estar errado. Isto
apareceria eventualmente em forma de inconsisténcias de resultados experimentais e
nos dard motivo para autocritica e conseqiiente melhoria dos julgamentos. Com a nocao
de experiéncias independentes podemos acrescentar mais uma regra sobre
probabilidades:

Regra do produto de probabilidades de acontecimentos independentes:
Sejam E, e E, duas experiéncias estatisticamente independentes e A um

possivel resultado da experiéncia E, e B um possivel resultado da

a

experiéncia E,. Se um modelo M prevé as probabilidades B, [A] e

P, [B] para a observacdo dos respectivos resultados A e B, o mesmo

modelo deve prever para a probabilidade de observar A e B o produto de
P,[A]le P,[B].1stoé, P,[A~B]=P,[A] P,[B]. °*

E especialmente interessante aplicar esta regra para repeticdes de experiéncias
independentes. Vamos chamar um conjunto de repeti¢cdes de experiéncias independentes
de ensemble de experiéncias. Seja E uma experiéncia e A um possivel resultado da
mesma. Vamos supor que a probabilidade de observar A seja diferente de O e 1, por

exemplo, P, [A] =0,3. Entdo A ndo poderia ser usado diretamente para condenar o
modelo M. Mas a partir de A podemos definir um outro acontecimento com
probabilidade muito perto de 0. Vamos repetir a experiéncia N vezes de forma
independente. Com a regra do produto das probabilidades sabemos que a probabilidade
de observar na primeira experiéncia A, na segunda —A (ndo-A), na terceira de novo

—A naquarta ......e na tltima A é

2 [A—A—A ,Al=P,[A](1- P, [A])(1- P, [A]).cccoeen. P, [A] .6.1)

Se chamarmos P, [A] de p podemos escrever a equacdo (1.6.1) da seguinte forma:

P, [A—=A—A,........... A]=p*(1-p)" (1.6.2)

onde k € o niimero de vezes que o resultado A aparece no colchete e (N-k) € o nimero
de vezes que —A aparece. Todas as seqiiéncias de resultados que t€m 0 mesmo nimero

k, e portanto diferem apenas na ordem, t€tm a mesma probabilidade. Existem
exatamente
N!
k!(N—k)!
seqiiéncias deste tipo. Se queremos saber qual € a probabilidade de observar k vezes o

resultado A temos que multiplicar a probabilidade (1.6.2) pelo nimero (1.6.3) (regra
da soma):

(1.6.3)

> AA B significa “A e B”.



(N-k)

P, [0 resultado A aparece k vezes| = (1.6.4)

k!(]i/vik)!pk (1=p)

E praxe definir uma grandeza chamada fregiiéncia relativa como o quociente do
nimero de vezes que A ¢é observado e o nimero total de observacoes:

_ numero de vezes que A € observado em N experimentos
Ja= N

Com esta grandeza podemos escrever a equagao (1.6.4) da seguinte forma:

N! k (N—k)
- 1.6.6
v ” U7 (1,60

P, [ fa=k/N ] significa a probabilidade de encontrar o valor da freqiiéncia relativa

(1.6.5)

PLf,=kIN] =

igual ao nimero k/N. As figuras 1-4 ddo exemplos para as probabilidades
P,[f,=k/N] nocasode p=0,3epara N=1,N=5,N=10¢e N = 100.

Fig. 1-4 Probabilidades para encontrar os possiveis valores da freqiiéncia relativa f; para uma
probabilidade P, [A] =0,3 comN=1, 5 10e 100 medidas. Para melhorar a visibilidade cada valor é

marcado nio apenas com um ponto, mas também com uma barra vertical.
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Quanto maior o nimero de experiéncias maior ¢ o nimero de possiveis valores da
freqiiéncia relativa e as probabilidades dos valores individuais ficam menores, pois a
soma de todas as probabilidades deve ser sempre 1. Na medida em que N cresce, a
probabilidade se concentra cada vez mais em torno do valor f, =0,3. Por exemplo,
com 100 medidas a probabilidade de achar um valor da freqiiéncia relativa que se afasta
por mais de 0,1 do valor 0,3 € muito perto de zero. Entdo este tipo de acontecimento



pode ser usado para refutar uma hipétese do tipo P, [A] =0,3 . Podemos decidir medir

100 vezes e descartar a hipotese P, [A] =0,3 se encontrarmos f, fora do intervalo
[0,2 , 04].

O que vimos com este exemplo vale de forma geral: se a probabilidade de um
acontecimento A vale p, a probabilidade de encontrar a freqiiéncia relativa f, em um

grande nimero de medidas longe do valor p € muito pequena. Uma probabilidade ndo
¢ uma grandeza fisica, ela € um instrumento da nossa linguagem para formular
afirmacdes sobre os futuros acontecimentos no laboratério. Freqiiéncias relativas s@o
grandezas fisicas que podemos medir. Mas, se 0 nosso modelo tedrico for razodvel as
freqiiéncias relativas nao ficardo longe das probabilidades. Se imaginarmos um ndmero
infinito de repeti¢des de uma experiéncia e se o nosso modelo for adequado teriamos

B, [A]=lim £, (1.6.7)

Esta equacdo ndo pode ser usada como definicdo de probabilidade, ela vale apenas para
um modelo muito especial. Claro, este modelo seria o melhor que poderiamos usar, mas
em geral ndo temos tal modelo ideal a nossa disposi¢ao. Além disso, a equagdo (1.6.7)
pode ser formulada somente para acontecimentos que podem fazer parte de um
ensemble.

Probabilidades Condicionais

Na primeira se¢do falamos que uma probabilidade B, [A] perde seu sentido na hora de

observar o acontecimento A. Além disso, valores de probabilidades de outros
acontecimentos B tém que ser alterados na hora que se registra um acontecimento A.
Veremos um exemplo: imagine que estejamos jogando dados e o nosso modelo do dado
prevé probabilidades iguais para todas as seis faces do dado. Entdo a probabilidade de
eu obter cinco pontos na proxima jogada € 1/6:

B = obter cinco pontos ; P,[B]= % (1.6.8)

Imagine que eu joguei o dado e antes de poder olhar, outro jogador que ji viu o
resultado me informa que obtive um nimero impar de pontos. Com esta constatacio a
probabilidade que minha jogada tenha dado cinco pontos deixa de ser 1/6 e passa para
1/3, pois existem apenas trés possiveis resultados impares. A constatacio A que o
resultado é impar nos obriga a substituir 0 antigo modelo M por um outro M’. Mas
este novo modelo difere do antigo de forma minima, apenas os resultados pares foram
excluidos, a idéia bésica da igualdade dos possiveis resultados foi mantida. Por isso
vamos escrever a probabilidade ndo com um indice M~ , mas com o mesmo M e anotar
que se trata de uma probabilidade alterada pela observacdo de um acontecimento A
escrevendo o A no colchete separado do B por uma barra vertical:

P,[B1A] = probabilidade de B de acordo com o modelo M,

(1.6.9)
minimamente modificado pela observacao de A.

Este tipo de probabilidade se chama probabilidade condicional. Vimos o exemplo do
dado perfeitamente simétrico. No caso geral a modificagdo minima do modelo consiste
simplesmente na renormalizacdo das probabilidades de acontecimentos compativeis
com a observacio A:



P,[BAA]
B, [4]
Entdo em palavras: a probabilidade condicional de observar B dado que A foi
observado € a probabilidade de observar o acontecimento (A e B) dividido pela

P,[BIA]= (1.6.10)

probabilidade do acontecimento A. (Exercicio: que podemos afirmar sobre P, [B I A]
se A e B forem estatisticamente independentes?).

Thomas Bayes (1702 — 1761) observou um fato muito simples, mas sumamente
importante: Caso ambas as probabilidades P, [A] e B, [B] sejam diferentes de zero,

podemos relacionar as duas probabilidades condicionais P, [BIA] e P, [AlB].Poisa
probabilidade do acontecimento (A e B) pode ser escrita de duas formas:

P,[BAA] = P,[BIA]-P,[A] (1.6.11)
c
P,[BAA] = P,[AIB]-P,[B] (1.6.12)
Entao segue
P, [AIB]-B,[B] = P,[BIA] P,[A] (1.6.13)
ou
P [A]

P,[AIB] = P,[BIA] (1.6.14)

P, [B]

Usaremos este resultado na andlise de dados experimentais. Mas antes vamos citar um
exemplo tomado do livro de B. W. Lindgren “Statistical Theory” que ilustra o poder
deste resultado de Bayes de forma excelente:

Imagine que certa doenca costuma ocorrer na populacdo com freqiiéncia de uma pessoa
doente em cada 1000 habitantes. Imagine também que exista certo tipo de exame de
sangue para diagnosticar esta doenca. Experimentos de laboratério mostram que este
exame de sangue fornece um resultado positivo para uma pessoa com a doenga com
probabilidade 0,99. Mas existe também a possibilidade de falso positivo: quando o
exame € aplicado numa pessoa sadia, o exame de sangue dd um resultado positivo com
probabilidade 0,05. Agora um paciente fez o exame de sangue e o resultado foi positivo.
Qual € a probabilidade que este paciente tem a doenga?

Vamos escrever os acontecimentos de obter um resultado positivo (negativo) como + (-)
e de ter um paciente sadio (doente) com S (D). Temos entdo

P[D]=0,001  P[+ID]=0,99 P[+18]=0,05

Queremos calcular P[D I +] . Com a equagdo (1.6.14) temos

P[DI+] = P[+ID]% (1.6.15)

Falta apenas o dado P[+] . Podemos calcular esta probabilidade da seguinte forma:



P[+] P[+ID]-P[D]+P[+IS]-P[S]=
P[+1D]-P[D]+P[+IS]-(1-P[D]) = (1.6.16)
0,99-0,001 + 0,05-0,999 = 0,05094

Inserindo isto em (1.6.15) obtemos:

P[DI+] = 099 2% _4 010, (1.6.17)

0,05094

Entdo apesar de termos um exame de sangue aparentemente bastante confidvel, a
probabilidade de um paciente com resultado positivo estar doente € apenas 1,9%.

Variaveis estocasticas e o0 Teorema Central de Limite’

Uma varidvel estocastica é uma grandeza fisica G para a qual temos algum modelo
tedrico que determina probabilidades para o aparecimento dos valores de G num
experimento.

Para comecar com os casos mais simples, vamos considerar primeiramente uma
grandeza ndo continua. Por exemplo, G poderia ser o niimero de pontos na face de um
dado. Chamar G de varidvel estocdstica significa que estamos supondo que tenhamos
alguma opinido formada sobre as probabilidades com as quais os valores de G
aparecem numa experiéncia. Entdo podemos associar a cada um dos possiveis valores
de G uma probabilidade. Vamos escrever os valores de G com a letra mindscula g

para distingui-los da propria grandeza. A probabilidade P, [observaremos o valor g]

serd escrita como p, . Vale naturalmente que a soma de todas estas probabilidades € 1:

> p, =1 (1.6.18)

onde a soma se estende sobre os possiveis valores de g. Os seguintes valores resultam
ser uteis para a caracterizacdo do modelo: o valor esperado de G:

(G),, e D grp, (1.6.19)

e a variancia de G:

var, (G) = Y(s-(6),) P, (1.6.20)

O valor esperado <G> ,, @0 € necessariamente um dos possiveis valores da grandeza G.

Por exemplo, no caso do nimero de pontos na face de um dado e com o modelo que
atribui probabilidades iguais a todas as faces do dado, o valor esperado vale 3,5. Este
valor nunca aparecerda num jogo de dados. O papel do valor esperado € de caracterizar,
de forma bastante incompleta, onde estdo as probabilidades. Se o modelo atribui
maiores probabilidades para os valores grandes de G o valor esperado estaria na regiao
dos valores grandes. O papel da variancia é de caracterizar o quanto as probabilidades
estdo espalhadas. Quanto mais concentrada for a probabilidade numa regido pequena,

? Este teorema foi descoberto em 1733 pelo matematico Abraham de Moivre e divulgado pelo matematico
Laplace no livro “Théorie Analytique de Probabilités”. Em francés o nome do teorema € “Théoréme
Central Limite” e em inglés “Central Limit Theorem”, porque o teorema tem um papel central e muito
importante no ramo da estatistica. Alguns autores Brasileiros chamam este teorema erroneamente de
“teorema do limite central”. O que € central € o teorema, ndo o limite!



menor serd a variancia. Por exemplo, vamos considerar a freqiiéncia relativa como
grandeza. As figuras 1-4 mostram quatro atribui¢cdes diferentes de probabilidade. Todas
as quatro tém o mesmo valor esperado e este vale 0,3. As variancias sao diferentes, a
figura 1 mostra a maior variancia e a 4 a menor.

Exercicio: mostre que var,, (G) :<GZ>M — <G>M2.

Se a grandeza G for continua, a probabilidade de observar um exato valor de G em
geral é zero. Entdo ndo faz muito sentido fazer afirmacdes sobre probabilidades de
determinados valores. Mas, o que faz sentido € falar de probabilidades de observar um
valor de G dentro de um intervalo (se G for unidimensional). Por exemplo, imagine que
pegamos um grao de feijao de um saco de feijao e colocamos este grao numa balanga.
Entdo nesta situacdo podemos fazer afirmacdes do seguinte tipo: “a probabilidade de
encontrar um valor de massa entre 0,15g ¢ 0,16 g vale 0,02 . Claro, o valor 0,02 é
apenas um exemplo; qual valor que deve aparecer depende do modelo tedrico que
vamos adotar. Entao podemos usar probabilidades do seguinte tipo:

P, [o valor observado estard no intervalo [g,, gz]] . O modelo probabilistico consistiria

de todas as probabilidades deste tipo. Como hd uma infinidade de diferentes intervalos,
esta maneira de descrever o modelo ndo parece ser muito prética. Os fisicos preferem
uma outra forma de descrever a atribuicao de probabilidades, que se assemelha mais aos
P, que usamos no caso de variaveis discretas. Podemos definir uma fungdo que vamos

chamar de densidade de probabilidade da varidvel estocdstica G-

P, [0 valor observado estard no intervalo [g, g]]

Pou (g)=1im - (1.6.21)
8§—8 g — g

A densidade de probabilidade € obtida a partir da probabilidade através de uma divisao

— uma divisdo sofisticada que envolve um limite e que corresponde exatamente a no¢ao

de derivada. Inversamente, podemos recuperar a probabilidade através de uma

multiplicacdo. Mas tem que ser também uma multiplicacdo sofisticada. Esta

multiplicagdo sofisticada € a integracao:

82
P, [ o valor observado estar no intervalo [g,.¢,]]= ij,M (g)dg  (1.6.22)
81
A probabilidade de observar algum valor qualquer de G ¢é naturalmente 1 e
consequentemente temos

[Pou(g)de =1 (1.6.23)

Esta condi¢do € andloga da (1.6.18) . Apenas a soma transformou-se numa integral.
Analogamente vamos definir o valor esperado e a variancia

(G)y = [epou(s)ds (1.6.24)

o

var, (G) = [(8-(G),) Pou (g)dg (1.6.25)

—oo

Estas defini¢des serdo de grande utilidade na formulacdo do teorema central de limite.

Agora veremos de que trata este teorema e por que ele é tdo central para o trabalho com
probabilidades. As regras que descrevemos até agora fornecem relagdes entre



probabilidades de um dado modelo e um critério que permite descartar modelos. Mas
ndo temos ainda nada para orientar o pesquisador na hora de inventar ou formular um
modelo. Entao estamos na situa¢do de uma pessoa que aprendeu quando se deve jogar
uma comida estragada fora, mas que ndo aprendeu onde se compra comida. Bem, em
principio podemos simplesmente dizer: o pesquisador pode inventar qualquer modelo e
a regra da condenacdo de modelo vai eliminar aqueles modelos inapropriados de tal
forma que sobram somente modelos bons. Mas este procedimento de tentativa e erro
ndo levaria a resultado algum devido a enorme variabilidade de modelos. Por exemplo,
para uma varidvel estocdstica continua temos uma infinidade de possiveis fun¢des de
densidade de probabilidade p, . O teorema central de limite nos ensina a formar
certas varidveis estocdsticas para as quais a densidade de probabilidade ndo tem tanta
variabilidade. Para estas varidveis estocdsticas existe apenas um unico tipo de fungdo
Pg. » que depende de apenas dois pardmetros. Entéo para estas varidveis estocésticas €
possivel encontrar um modelo adequado mesmo usando apenas o método de tentativa e
erro, pois neste caso a tarefa € apenas de encontrar os valores apropriados destes dois

parametros. Fora do método de tentativa e erro existem também outros métodos para
formar modelos, mas para estes também € titil ter que cuidar apenas de dois parametros.

Seja G uma variavel estocastica continua e p,,, a densidade de probabilidade para

esta varidvel. No momento ndo vamos nos preocupar com a questio da determinagdo do
Pg. - Esta fungdo pode ser qualquer densidade de probabilidade, a tnica hipétese que

faremos sobre p;, € que esta fungdo caia para zero suficientemente rapido quando
g — too de tal forma que a variancia de G exista. A partir da grandeza G vamos

formar uma outra grandeza "G que é definida para N repeticdes de medidas

independentes de G. O valor de "G & simplesmente a média dos N resultados das
medidas de G:

Ng z %{gl+g2+g3+ ........ +8y} (1.6.26)
Com a regra do produto de probabilidades e a regra da soma, pode-se calcular a
densidade de probabilidade da grandeza "G  a partir da densidade de probabilidade da
grandeza G . O teorema central de limite afirma que, independente de qual era a fun¢do

Po »adensidade da varidvel “G € essencialmente sempre a mesma coisa desde que

N seja suficientemente grande. Apenas o valor esperado de G e a variancia de G
entram na fungao Prga - Entdo para grandes valores de N temos sempre

! ("g-n)
pNa,M(Ng) = MGGXP T o5 (1.6.27)
onde
1
6=—=,/var, (G (1.6.28)
= (6)
e

n=(Gy, (1.6.29)



A fungdo exp{x} € a exponencial e*= 1im(1+£j = zx_ . A notagdo com “exp” é

n—so0

n ‘= n!

frequentemente usada quando o x € uma expressdo complicada que ficaria um tanto
ilegivel no expoente da exponencial. O “exp” ndo deve ser confundido com a tecla
“EXP” das calculadoras! O “EXP” na calculadora serve para escrever nimeros com
fator de uma poténcia de 10 e ndo tem nada a ver com a fun¢do exponencial. A figura 5
mostra uma densidade de probabilidade do tipo da equacao (1.6.27). Este tipo de curva
¢ chamado de distribuicdo normal ou Gaussiana.

Aplicando as definicdes (1.6.24) e (1.6.25)

na grandeza "G pode-se mostrar

(exercicio) que o parAmetro [ € o valor esperado da grandeza "G e o parimetro ©

¢ a raiz quadrada da variAnciade "G .O o determina a largura do pico.

(15

var, ('G)=0"

(1.6.30)

(1.6.31)

Como podemos ver pela equacio(1.6.28) a variancia de "G é menor que a variancia de

G:

var,, (Né) =%varM (G)

(1.6.32)

Esta diminuicdo da variancia € a razdo pela qual costumamos medir grandezas muitas

vezes e calcular as médias.

%7 o =1 unidade de G
0,4
0,34

0,2

0,1

0,0 e,

4= 5unidades de G

Fig. 5 Exemplo de uma densidade de

probabilidade Gaussiana de uma grandeza

qualquer G com valor esperado

<5> = 5 unidades de G e variancia

Var(a) =1 (unidade de G)z.

E dtil conhecer alguns valores de
probabilidade calculados com uma
densidade de probabilidade

Gaussiana: A probabilidade

— 7T
4 5 6

;
‘G [unidade de

densidade de prob. [1/unidade de G]

0 1 2

Tabela 1:

q

8

encontrar o valor da grandeza
dentro do intervalo [u—o,u+0]

de
NG

vale aproximadamente 0,6826. A
figura 6 mostra a correspondente
area abaixo da curva. A probabilidade se aproxima rapidamente ao valor 1 quando
aumentarmos o tamanho do intervalo simetricamente:

Intervalo 1

Probabilidade de encontrar o valor da
grandeza no intervalo [

[L-o,u+0]

0,6826...

10



[W-20,1+20] 0,9544...

[w—30,1+30] 0,9974...

Fig. 6 Densidade de probabilidade Gaussiana de uma

6:15U“ifjdadde dijx grandeza qualquer com marcacio da drea correspondente
M= O uniqaages de x

ao intervalo [u—o,u+06].

A formulacdo exata do teorema com um limite

N — oo requer ainda alguns cuidados. Mas, estes

sao apenas detalhes técnicos. Aqui estamos mais

interessados no caso prético que terd sempre um

o 11, humero N finito. Apesar da demonstracdo deste

x [unidade de x] teorema ndo ser dificil, ndo nos preocuparemos

com esta demonstracdo no primeiro semestre para

ndo sobrecarregar o curso com matematica. No lugar de uma demonstragdao matematica
veremos como este resultado funciona na pratica.

densidade de prob. [1/unidade de x]

Sabemos que as freqiiéncias relativas de muitas medidas muito provavelmente
coincidem com as probabilidades. Entao temos boas chances de testar o teorema central
de limite observando freqiiéncias relativas. Para isto faremos as seguintes medidas:

Dois grupos de alunos fazem medi¢des de massa de graos de feijao e depois juntamos
os resultados dos grupos.

Grupo A: Tire aleatoriamente 60 graos de feijao de um saco e determine a massa de
cada grao. (Podemos usar duas balancas em cada grupo para dar conta do nimero
grande de medidas)

Grupo B: Tire aleatoriamente 60 grupos de 25 grdos de feijdo do mesmo saco e
determine a massa de cada grupo. Divida a massa de cada grupo por 25 para obter 60

valores de médias de massa >n.

Fig. 7 Histograma de massas de 40 grios de feijdo.

Com os dois conjuntos de dados, isto €, 60
valores de massas individuais m, e 60

valores de médias “m,, k=1,..,40,

numero de ocorréncias
@

\ faremos dois histogramas. Veremos com o

&\\&&\ exemplo das massas individuais o que € um

008 010 012 014 oi6 018 020 022 024 026  histograma. Para elaborar um histograma

m [d] das medidas das massas, dividimos o eixo

das massas em intervalos de mesmo

tamanho. Para o caso das massas individuais, uma boa divisdo sdo intervalos do

tamanho 0,02g . Para cada intervalo contamos quantas medidas cairam dentro do

intervalo e desenhamos este nimero num grafico com uma coluna sobre do intervalo. A

figura 7 d4 um exemplo de um histograma feito a partir de 40 medidas de massa de
graos de feijao.
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A tabela mostra os dados que deram origem a este histograma. Para dar um exemplo, os
dados com valores no intervalo [0, 20g, 0,22 g) estdo marcados. Temos 5 dados neste

intervalo e a coluna montada sobre este intervalo tem a altura 5.

Tabela2: Dados correspondente ao histograma da figura 7:

m [g] m [g] m [g] m [g]
1 ]0,169 11 ]0,192 21 | 0,183 31 | 0,164
2 0,158 12 0,182 22 | 0,155 32 | 0,107
3 10,132 13 0,196 23 | 0,208 33 | 0,239
4 10,157 14 | 0,188 24 10,188 34 | 0,200
5 10,162 15 | 0,223 25 | 0,235 35| 0,184
6 |0,150 16 | 0,169 26 | 0,137 36 | 0,151
7 |0,203 17 | 0,171 27 | 0,166 37 | 0,150
8 10,143 18 | 0,177 28 | 0,215 38 | 0,181
9 |0,156 19 | 0,197 29 | 0,188 39 | 0,231
10 | 0,193 20 | 0,202 30 | 0,166 | | 40 | 0,189

Se dividissemos as alturas das colunas pelo nimero total de medidas (40), obteriamos
um grafico das freqiiéncias relativas de ocorréncias para cada intervalo. Estas
freqii€ncias relativas provavelmente nao estariam longe das probabilidades de observar
uma massa dentro do intervalo correspondente, de acordo com o modelo que descreve
as massas dos graos idealmente.

Vocés devem fazer um histograma para as 60 massas de graos individuais e um para as
60 médias de massas “in. Use para os intervalos os seguintes tamanhos:

Tabela 3:

Grandeza | Tamanho de Intervalo
recomendado (TI)

m 0,02¢
25 0,004g

Se ndo tivermos muito azar, a forma do histograma para a grandeza “m deve ter
aproximadamente a forma de uma Gaussiana. Veremos se podemos realmente descrever
este histograma por uma curva do tipo (1.6.27). Temos que fazer uma adaptacdo de
escala ja que a curva (1.6.27) € normalizada tal que a drea abaixo dela vale 1 enquanto a
drea embaixo do histograma vale 60 vezes o tamanho do intervalo (0,004g). Entdao
temos que multiplicar a fungdo (1.6.27) por 60xTI (60 vezes 0,004g) para poder
comparar a curva com o histograma no mesmo grafico. A questdo é: quais valores dos
parametros L e © devemos usar? Poderiamos apelar para o método de tentativa e

erro. Mas existem métodos que levam mais rapidamente a resultados satisfatorios. Os
seguintes valores de L e ¢ devem funcionar bem:

mn :é( P+ Py + P+ e, + Pinigy ) =4 —— = Pin (1.6.33)
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(1.6.34).

expy———— (1.6.35)

1
Vam o

na mesma folha do histograma da grandeza i e verifique visualmente se ela se
adapta bem ao histograma. E recomenddvel fazer o histograma e esta curva com o
computador.

Repare que a largura do histograma das massas individuais € muito maior que a largura
do histograma das médias . A largura do histograma das médias podemos
caracterizar pelo pardmetro ¢ . Analogamente podemos definir um parametro que
caracteriza a largura do histograma das massas individuais:

60

Z( 60—)2

m.— m

GMividual _ 4 [ %=1 (1.6.36)
59

Vamos chamar esta grandeza de desvio padrao das 60 massas individuais. Verifique se

o parametro & da equagdo (1.6.34) ¢ aproximadamente L:% do valor de

25

o O desvio padrdo (1.6.36) é uma raiz quadrada de uma média dos desvios
quadraticos da média. O que naturalmente chama a atencdo é o fato que nesta média
dividimos por 59 e nao por 60. Isto parece um tanto estranho. Mas repare que nas 60
parcelas da soma no numerador somente 59 termos sdo independentes por causa da
presenca da média.

Aplicacdo no tratamento de erros experimentais

Imagine que temos uma balanca e dois corpos metdlicos a e b. Colocando estes corpos
na balanca observamos as massas m, 6 =2,034g e m, =3,011g . Colocando os dois

corpos juntos na balanca observamos um valor M =5,047 g. Notamos uma
inconsisténcia, pois o valor de M difere da soma de m, e m, por 0,002 g. Entdo

concluimos que existe erro experimental nestas medidas. Mas ndo sabemos qual das trés
medidas estd errada. Agora repetimos as trés medidas e obtemos ndo apenas mais uma

inconsisténcia de soma, mas, além disso, tré€s valores diferentes: m; =2,033 g,
m, =3,012g ¢ M’=5,046 g. Os corpos sdo de um metal que ndo oxida e nem gasta

facilmente, digamos de ago inoxiddvel, e as massas certamente ndao mudaram. Entao
além de termos erros experimentais, estes erros ndo sao sempre os mesmos. Esta
situac@o descrita € tipica para medidas. Mas ela € um pouco complicada porque ela
envolve trés medidas e ndo sabemos como os erros sdo distribuidos entre as trés. Para
analisar o erro experimental vamos imaginar uma situacdo mais simples, porém
infelizmente menos comum na pratica:
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Imagine que temos um objeto O e dois aparatos A e R para medir alguma grandeza X
que € propriedade deste objeto. R € um instrumento de referéncia que mede com uma
precisao muito melhor que o aparato A. Vamos supor que os erros de R sdo tdo
pequenos que podemos considerar os resultados obtidos com este instrumento como
valores exatos. Claro, na verdade eles nao sdo exatos, mas enquanto tratarmos da andlise
dos dados do aparato A os resultados de R podem ser contados como exatos. Agora
imagine que medimos o valor de X com o aparato de referéncia R obtendo um valor
X, , que vamos chamar o verdadeiro valor de X. Depois medimos ainda a grandeza X

do objeto O com o aparato A um ndmero imenso de vezes. Vamos chamar o k-esimo
valor medido com o aparato A de x,. A diferenca Ox, =x, —x, seria o erro da k-

esima medida. Imagine que dividirmos o eixo x em intervalos muito pequenos e que o
nimero de medidas € tdo grande que mesmo com intervalos muito pequenos o nimero
de vezes que os resultados x, caem em cada um dos intervalos € ainda grande. Desta

forma podemos construir um bom histograma que, depois de dividir pelo nimero total
de medidas e pelo tamanho dos intervalos, fornece aproximadamente uma densidade de

probabilidade  p,.. (x) que serve para calcular probabilidades de obter certos

resultados quando se mede X do objeto O com o aparato A:

P, [a proxima medida de X estard em [Xx,, xz]] = jpx s, (x) dx (1.6.37)

X

Chamamos o modelo desta previsdo de "oo;x,"  porque ele resultou da nossa

experiéncia passada com um nimero imenso (quase infinito) de medidas e além disso
ele se refere a medidas com um objeto cujo verdadeiro valore X € x,. A figura 8

mostra um exemplo de como esta distribuicdo de probabilidades poderia ficar numa
situagao real.

X

0304 Verdadeiro

Fig. 8 Exemplo de uma distribuicio de
025 probabilidade que resultou de um grande nimero

de medidas com o aparato A.
0,20 4

Na figura 8, que ¢ nada mais que um
exemplo hipotético, estdo indicados
também o valor verdadeiro de X
0054 (medido com o aparato R) e o valor

esperado das medidas com A de acordo
s 5 0 15 20 com o modelo "eo;x,". O valor

0,154

pX 00
A
x
V

0,10 4

verdadeiro em geral ndo coincide com o
valor esperado de X. E prudente escrever
oerro dx, = x, —x, de uma medida com o aparato A como soma de duas parcelas:

o, =x,—x, = [<x>m —xV] + [xk —<x>NJ (1.6.38)
A primeira parcela, [(x)m —xv] , € igual para todas as medidas do ensemble. Ela é

chamada de erro sistemdtico. A segunda parcela, [xk —<x>m] , € chamada de erro

estatistico. Esta parcela tem o valor esperado zero. Esta separacdo do erro em duas
partes se justifica porque na tarefa de combater os erros, na tentativa de minimiza-los,
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cada uma destas parcelas requer um tratamento diferente. Ambas as parcelas podem ser
reduzidas fazendo melhorias no aparato de medida. A parcela do erro estatistico pode
ser diminuida ainda de uma outra forma, utilizando o teorema central de limite. Para
fazer isto basta medir muitas vezes com o aparato A e calcular a média dos valores. A
figura 9 mostra como ficaria a densidade de probabilidade da média de 64 medidas
daquela grandeza X cuja densidade de probabilidade estd mostrada na figura 8. Dos
dois picos separados ndo sobrou nada. Temos apenas um tnico pico Gaussiano muito
estreito na posi¢do do valor esperado de X.

Fig.9 Densidade de probabilidade da grandeza X

Jgig-Fiiem

N— . ..
A grandeza X tem o mesmo erro sistematico

que a grandeza X , pois o valor esperado de
"X ¢ igual ao valor esperado de X . Mas o

Verdadeiro

. . ~ N 7

001 i erro estatistico numa determinacio de X €
It muito provavelmente muito pequeno. Se X ,
o~ tinha no modelo '

'co; x, ", uma variincia

var,,,, (X), a probabilidade de achar um valor

0 Xy

N—
damédia X forado intervalo

var, (X)

(K)o = (%) (X) +

seria apenas 0,0026 =1-0,9974 .

2

E conveniente resumirmos neste ponto o que fizemos com o nosso exemplo dos dois
aparatos A e R at¢ agora: introduzimos uma densidade de probabilidade p,. . que

serve perfeitamente bem para descrever um ensemble infinito de medidas com o aparato
A. Com esta densidade de probabilidade podemos calcular as probabilidades de observar
certos valores numa préxima medida com o aparato A. Usamos ainda esta densidade de
probabilidade para definir o erro sistemdtico e o erro estatistico. Finalmente
consideramos a média de N medidas com o aparato A e vimos que esta grandeza tem o
mesmo erro sistemdtico que X , mas muito provavelmente um erro estatistico bem
pequeno.

Infelizmente esta situagc@o ndo é aquela que enfrentamos normalmente num laboratdrio.
Virios detalhes sdo diferentes na prética:

1) Normalmente temos somente o aparato A a nossa disposi¢ao e nao o aparato de
referéncia R.

2) Nao temos tempo para um numero gigantesco de medidas que permitiriam

determinar a densidade py .. .

3) Asdensidades p,. ¢ Py permitem falar das probabilidades da préxima

observacdo de X com o aparato A e da proxima média de N medidas com o
aparato A. Mas o que nos interessa nao € isto, o proximo valor ndo importa. O
que queremos realmente saber € qual € o verdadeiro valor.

Entdo a situagdo real € tipicamente a seguinte: medimos uma vez ou N vezes o valor de
X com o aparato A e baseado neste resultado ou nestes resultados gostariamos de fazer
alguma previsao sobre qual seria o valor obtido se alguém entrasse de repente no nosso
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laboratério com aquele aparato maravilhoso R e medisse o verdadeiro valor. Claro,
qualquer previsdo sobre um resultado deste tipo tem que ser incerta, ja que ela seria
baseada nos resultados de medidas feitas com o aparato A que é de baixa qualidade.
Entdo a linguagem adequada para estas previsoes € naturalmente uma de probabilidades.
No lugar das densidades p,. e pN}w.xv , temos que tratar de uma densidade de

probabilidade para o verdadeiro valor: p, ,, . O modelo M seria baseado na medida

ou nas N medidas feitas com o aparato A. E importante notar que as probabilidades
calculadas com p, ,, nao correspondem a freqiincias relativas! A medida de X com

o aparato de referéncia R , que eventualmente entrou com muita sorte no nosso
laboratdrio, nao faz parte de um ensemble! Nao porque o aparato R ¢ tdo caro que o
dono queira emprestd-lo somente uma vez. Mesmo que o aparato pudesse ser usado
muitas vezes, a medida de X com R daria numa repeticdo simplesmente 0 mesmo
valor e nada parecido com a fungdo p, , . Se quiséssemos considerar o valor

verdadeiro como membro de um ensemble, terfamos que considerar um ensemble de
objetos 07, O7,... semelhantes ao objeto O e um ensemble de aparatos A, A7 ....
semelhantes ao aparato A . Geralmente isto ndo € factivel de uma forma bem definida.
De fato, na pratica usamos aqui o conceito de probabilidade sem relacdo com uma
freqiiéncia relativa.

A grande questdo ¢: qual funcdo densidade p, ,, escolher para fazer nossa previsao?

Vamos tratar deste problema por partes. Primeiramente vamos supor uma situagdo ainda
pouco complicada: imagine que alguém teve acesso ao instrumento de referéncia e fez
anteriormente inimeras medidas com os aparatos R e A com vdrios objetos e nos
forneceu fungdes densidade p, ..~ para diversos valores de x, . Agora ndo temos
mais acesso ao aparato de referéncia R e fazemos uma medida da grandeza X com o
aparato A de um unico objeto O . Queremos uma previsdo probabilistica sobre o
verdadeiro valor de X deste objeto. Neste momento é conveniente que abandonemos o
conceito de densidade de probabilidade e usemos apenas probabilidades. Consideramos
as medidas com R como exatas. Mas na verdade o aparato de referéncia também tem
um pequeno erro €. Por exemplo, se X for a grandeza massa, imagine que os erros de
A estejam na faixa de 0,0lg e os erros de R sdo, digamos, na ordem de
€ =0,000001 g . Podemos dividir a escala de valores da grandeza X em intervalos de

tamanho €. Desta forma podemos trabalhar com probabilidades €-p,.. (x). Esta

probabilidade é uma probabilidade condicional:

P, [resultado = x | valor verdadeiro = x, | =&-py.... (x) (1.6.39)

E a probabilidade de encontrar com o aparato A um resultado no intervalo de tamanho
€ em torno do valor x, dado que o verdadeiro valor de X estd no intervalo de
tamanho € em torno do valor x,. O que queremos € a probabilidade condicional de

ter o verdadeiro valor de X num intervalo de tamanho € em torno do valor x, , dado

que o valor observado com o aparato A estd no intervalo de tamanho € em torno do

valor x. Este é o tipico problema que requer o método de Bayes. A equacgdo (1.6.14)

fornece esta probabilidade:

P[v. verd. = x, |
P [res. = x]

P,[v.verd. =x, |res.=x] = P,[res.=xlv.verd.=x,]  (1.6.40)
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O quociente que aparece nesta equagdo contem as probabilidades de ter um verdadeiro
valor x, £ 82 e de obter um resultado de medida com o aparato A iguala x =+ % .
Que probabilidades sdo estas? Bem, qualquer probabilidade ¢ uma opinido.
P [V. verd. =xv] expressa nossa opinido sobre o verdadeiro valor antes de medir e
P[res.:x] nossa opinido sobre qual valor mediremos. A questdo é: que opinido

devemos formar? Imagine que X ¢ uma massa e o objeto € um l4pis. Certamente a
massa do lapis € positiva e menor que 500 g. Mas dentro do intervalo [Og, 500g] que
opinido devemos formar? Nao sabemos nada sobre o ldpis. O que nos salva nesta
situacdo é o fato que este quociente vem multiplicado por uma funcado

P, [res.=x|v.verd. =x,] (visto como uma fungdo de x,) que ¢ diferente de zero num

pequeno intervalo que tem apenas o tamanho da imprecisdo do aparato A , digamos
algo da ordem de 0,01 g. Num intervalo deste tamanho nossas opinides sobre o
verdadeiro valor é praticamente constante. Desta forma podemos substituir a equacao
(1.6.40) pela seguinte equacao:

P, [v. verd. =x, | res.=x] = CONST.X P, [res. = x| v. verd. = x, | (1.6.41)

O valor da constante € naturalmente determinado pela condi¢cao de normalizag3o:

P, [res.=x|v. verd. = x, |
ZPA [res. = x| v. verd. = &]
3

(1.6.42)

P,[v.verd. =x, lres.=x] =

Agora podemos voltar para a linguagem das densidades de probabilidade e temos o
resultado desejado:

pX °05Xy, ('x)

=— (1.6.43)
j pr;E_, (.X)dé

Py, u (%)

Em geral esta densidade de probabilidade para o valor verdadeiro tem uma forma bem
diferente da densidade de probabilidade dos valores medidas com o aparato A . Mas

existe um caso no qual a relagdo entre py.. (x) e py , (%) ¢ relativamente

simples: se as densidades py. (x) para diferentes valores de x, diferem

simplesmente por uma translacdo sem deformagdao da curva. Neste caso podemos
escrever Py, (x) como uma fun¢do da diferenca x—x, :

(caso simples):  py... (x)=f(x—x,) (1.6.44)

Este caso simples ocorre quando os erros do aparato ndo dependem do valor verdadeiro.
Neste caso a densidade py (x,) descreveria uma curva que ¢ a espelhada da curva de

P corr, (x) como se o eixo x corresse no sentido oposto. A figura 10 mostra a

densidade py , (x,) correspondente 4 curva da figura 8 supondo que tenhamos o caso

simples de erros independentes do valor verdadeiro.
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Fig. 10 Densidade de probabilidade para o
verdadeiro valor baseada numa medida com o
0,30 X nedido aparato A (compare a figura 8) e supondo

erros independentes do valor verdadeiro.
0,25+

Percebemos que o erro sistematico nao
apresenta nenhum problema, desde que
0,151 ele for conhecido. O erro estatistico
pode ser reduzido com o método de
tomar médias. A mesma transformacao

0,20 4

va M

0,104

0,051 de densidade de probabilidade da
000 N J s\ préxima medida para a densidade de
0 ® 10 " %0 probabilidade do verdadeiro valor pode
Xy Xmedido ser feita com a densidade de

probabilidade da média de N medidas:

dado que a média de N medidas com o aparato A deram o valor "X adensidade de
probabilidade do verdadeiro valor é dado por
N—
pN}""va ( x)

Iopxm;g ( N;)dg

Se os erros ndo dependem do valor verdadeiro esta curve seria outra vez uma Gaussiana
e podemos determinar o verdadeiro
valor com boa precisdo (compare a
figura 11)

Py, w (%)= (1.6.45)

0,05 4

-

0,04 4

1=

Fig. 11 Densidade de probabilidade para o
b4y verdadeiro valor baseada na medida de 64

medidas com o aparato A (supondo erros

independentes do valor verdadeiro).

0,03 4

va M

0,02 4

Até aqui temos uma solucdo do
problema bem clara. A situacdo comeca
ficar complicada quando ndo temos as

X, densidades de probabilidade py... (x)

fornecidas por alguém que teve acesso a
um aparato de referéncia e que trabalhou com extrema paciéncia. Neste caso podemos
usar as proprias medidas feitas com o aparato A para estimar o valor esperado e a

varidncia da distribuigdo py.. . (x).

Tendo feito N medidas com o aparato A ¢é razodvel estimar estes parametros da
seguinte forma:

estimativa do valor esperado = p1 = «x (1.6.46)

N N— 2
(%)
estimativa da varidncia =o° = =L (1.6.47)

N-1

Mas para poder concluir algo sobre os valores verdadeiros precisamos, sem falta, de
alguma avaliagdo do erro sistemadtico do aparato A. De onde poderia vir esta avaliagao?

18



Ha essencialmente duas possibilidades: uma € realmente alguma compara¢do com um
aparato de referéncia, mesmo sem ser uma determinacdo exaustiva das densidades

P s, (x). A outra é que o préprio aparato A ¢ um aparato de referéncia (um daqueles
construidos nos grandes centros de medidas e padrdes). Neste caso a avaliagdo de erro
sistemdtico tem a forma de testes de autoconsisténcia. Nestes testes podemos também
formar médias de grandes nimeros de medidas de tal forma que a parcela estatistica se
torna desprezivel e as inconsisténcias encontradas t€ém um cardter sistematico. Mas
geralmente estas inconsisténcias permitem apenas uma estimativa do erro sistematico na

forma de uma desigualdade do mdédulo do erro: |erro sistemédtico|< S . Neste caso €

prudente anotar no resultado de uma medida o erro sistematico separado do erro
estatistico: resultado = valor principal *S = FE,onde E seria uma estimativa do

erro estatistico. Tendo feito N medidas usariamos como valor principal:

valor principal = x (1.6.48)
€ Como erro estatistico

(1.6.49)

O fator K na frente da raiz depende do grau de seguranca desejado. Com K =1 e
supondo que os erros sao aproximadamente independentes do valor verdadeiro (entdo a

Px, u (x,) da equagd@o (1.6.45) seria uma gaussiana) o nivel de seguranga seria 68%,

com K =2 seria 95% e com K = 3 seria 99,7% (compare com os valores da tabela 1).

Repare no fator N no denominador embaixo da raiz. Este fator € o responsdvel para
tornar o erro estatistico pequeno quando N assume valores grandes.

Tratamento estatistico da propagacao de erros
Seja F (A,B,C e H ) uma funcao que depende das grandezas fisicas A,B,C,.....H .

Imagine que medimos estas grandezas e obtivemos valores com estimativas de
erro:atd,, b+3J,,....htJ, . Declararfamos como valor de F o valor F(a,b,c,.....,h).

Como estimativa de erro numa aproximagao linear usamos até agora a férmula

oF oF oF oF
8, =|—18, +|=— — —
da ob dc oh

. o, + O.+.....+—|9, (1.6.50)

Esta formula € de fato adequada quando se trata de poucas varidveis. Mas, se 0 numero
de grandezas A, B, .... for grande esta férmula estima um erro grande demais. Na
equagao (1.6.50) consideramos a possibilidade que os erros de todas as grandezas
possam colaborar no mesmo sentido. Embora que isto possa realmente ocorrer esta
situac@o seria muito pouco provavel. Se adotarmos uma avalia¢do probabilistica, o erro
de F deve ser avaliado de forma diferente. Sejam os verdadeiros valores os seguintes:

a,=a+da, b,=b+d, c¢,=c+dc,... . . . , h,=h+0h
com as estimativas

8a|<8,, |0b|<8,, [dc|<d., . . ., [8K[<3,
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Vamos supor que ndo haja erros sistemadticos e as estimativas de erro 9,9, .... seriam
baseadas nas variancias das distribui¢des de probabilidade das respectivas grandezas:

8, =K,/var(A) , §,=K,/var(B) , ........ , 0,=K,/var(H)
Usando a aproximagao linear para a variagao do valor de F' temos:
F(a+da,b+db,...... ,h+8h)—F(a,b,...,h)za—F6a+a—F6b+ .......... +a—F6h(1.6.51)
da ob oh

A variancia desta grandeza é

var(a—FSa+a—F8b+ .......... +3—Z§hj:

da ob
oOF Y >\ OF oF
(gj ((8a)')+555(8adb) +-...+
OF OF oOF Y 2
££<8b6a>+(£j <(8b) >+ ........ +

(1.6.52)

As medidas das grandezas A, B, .... H sdo estatisticamente independentes. Isto implica
(Exercicio: Mostre!) que os termos mistos <8a8b>, <8a8c>, <8b8c> ...... sdo todos
zero. Entdo vale

oF oF oF
—08a+—208b+........ —&h |=
Var(aa a+ab + +ah j

(2 (502 (90t 2 (507

Se avaliamos o erro de F também na forma &, = K, [var(F) segue da dltima equagdo

(1.6.53)

paraoerrode F':

8, = \/(?TZJZ (8,) +(3—I;jz (8,)" +.o +@—ZJZ (8,) (1.6.54)

Esta férmula substitui a equagdo (1.6.50) que usamos até agora. Vale lembrar que isto
vale apenas quando os erros foram pequenos por que usamos uma aproximacao linear
para a variagdo da funcio F. Aqui ndo vamos deduzir nenhuma férmula para casos mais
gerais por que o estudo da Fisica ndo é uma visita a um supermercado de férmulas, mas
a formagdo de um Fisico deve ser o desenvolvimento da capacidade de criar as férmulas
adequadas para cada caso. Exercicio: Deduza uma formula para os erros dos
coeficientes linear e angular de uma reta ajustada com o método de minimos quadrados.
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